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Numerikus v ezé rlé sű , szerszám gépek  program ozása szám ológéppel
Tankó J ó z s e f
Az E g y e sü lt Á llam okban m integy 15* N yugat-Európában m in tegy  
10 , de v i l á g s z e r t e  tö b b  év ó ta  mind sz é le se b b  k ö rben  h a s z n á ljá k  
a num erikus /sz á m je g y e s , d i g i t á l i s /  v e z é r lé s ű  szerszám gépeket 
a hagyományos szerszám gépek  h e l y e t t  i l l .  m e l l e t t .  E zeket a s z á ­
m ológépekhez h a so n ló an  program ozni k e l l  é s  a program ozás k ö n n y í­
t é s é r e  k e z d e t tő l  fo g v a  alkalm aznak  e le k t r o n ik u s  szám ológépeket 
i s .  Hazánkban most k ezd ő d ik  a num erikus v e z é r lé s ű  szerszám gépek 
f e j l e s z t é s e  és  g y á r tá s a  é s  igy  f e lm e r ü l t  ezek  szám ológép s e g í t ­
ség év e l tö r té n ő  p rogram ozásának  p ro b lém á ja  i s .  Ez t e s z i  a k tu á ­
l i s s á  é s  in d o k o l t tá  a z t  a m unkát, am elyet az I n té z e t  a V illam os 
A utom atika I n té z e t  m eg b ízásáb ó l v é g z e tt  é s  végez ezen  a t e r ü l e ­
t e n .  Az e l s ő  tev ék en y ség  egy tanulm ány -  "Tanulmány a num erikus 
v e z é r lé s ű  szerszám gépek au to m atik u s  p ro g ra m o z á sá ró l" , ö s s z e á l l í ­
t o t t a :  Tankó J ó z s e f ,  Eabók J u l ia n n a ,  S z e le z sá n  J á n o s . MTA Számí­
tá s t e c h n ik a i  K ö zp o n tja , B udapest, 1966. A é z i r a t /  -  e lk é s z í t é s e  
v o l t  a problém a lé n y e g é r ő l ,  a v ilá g o n  e t e r ü l e t e n  e d d ig  e l é r t  
e red m én y ek rő l. A j e l e n  is m e r te tő  ennek a tanulm ánynak egyes r é s z ­
l e t e i r ő l  é s  az o t t  bővebben k i f e j t e t t  p ro b lém ák ró l n y ú jt  v á z la ­
to s  k é p e t .
B ev e z e té s .
A modern te c h n ik a  n a p ja in k  g yo rs ütemű fe j lő d é s é b e n  majd­
nem egy id ő re  e s ik  az e le k t r o n ik u s  szám ológépek /to v á b b ia k b a n : 
E S z/ fe j lő d é s é n e k  m e g in d u lá sá v a l, a num erikus v e z é r lé s ű  s z e r ­
számgépek /to v á b b ia k b a n ; NSz/ fe jlő d é s é n e k  m eg in d u lá sa . E l t e ­
k in tv e  a t t ó l ,  hogy m indkét ág c s i r á i  már korábban  é s  különböző 
időben m e g je le n te k , az u g rá s sz e rű  f e j lő d é s  nem v é le t l e n ü l  k é z -
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d ő d ö tt e l  m in teg y  10-15  é v e . Az e le k t r o n ik a  é s  k ib e r n e t ik a  
f e j lő d é s e  e k k o r t e r e m te t t e  meg f e j lő d é s ü k  ^ f e l t é t e l e  i t .
Az ESz é s  NSz e g y a rá n t ö n szab á ly o zó , program ozható  e l e k t r o ­
n ik u s  é s  tö b b é -k e v ésb é  m echan ikai r e n d s z e r .  Az E S z-nól az e l e k t r o ­
n ik u s  k ö z p o n ti  b e ren d ezés  /a z  u .n .  a r i t m e t i k a i  eg y ség , v e z é r lő  
egység é s  memória e g y ü t te s e n /  a f u n k c io n á l i s  fő  r é s z ,  am elyet 
a tö b b i ,  p e r i f é r i á l i s  b e ren d ezések  k is z o lg á ln a k ;  A N Sz-nél a 
fő  f u n k c io n á l is  r é s z  szám ológép i f e lfo g á s b a n  egy s p e c i á l i s  p e ­
r i f é r i á l i s  b e re n d e z é s , a szo ro sa n  v e t t  szerszám gép é s  az e l e k t r o ­
n ik u s  v e z é r lő  b e re n d ez és  ennek " k i s z o lg á lá s á r a "  h i v a t o t t .  Hason­
l a t t a l  é lv e  a  N Sz-nél az "agy" kevésbé  f e j l e t t ,  m in t az E S z -n é l, 
e l le n b e n  e g y ik  " s z e rv e "  a s p e c i á l i s  f e la d a tn a k  m eg fe le lő en  magas 
f e j l e t t s é g ű .  Ennek egy fo n to s  következm énye a magasabb igényű 
é s  r a c io n á l i s a b b  g y a k o r la t i  h a s z n á la tn á l  k e r ü l  f e l s z í n r e .  A 
program ozás a u tóm at iz  á llá sa  az E S z-nó l m egoldható  s a j á t  s z e rv e ­
zésen  b e lü l  /"p rogram ozó  program " k o n s t r u á l á s a / ,  a NSz-^xól azon­
ban a p rog ram ozás au to m a tizálásáü ioz  munkába k e l l  vonni az u n i­
v e r z á l i s  E S z -e t  i s .  Az a m egoldás, hogy e h e ly e t t  f e j l e s s z é k  k i  
a NSz " a g y á t"  i s  úgy, hogy egy u n iv e r z á l i s  ESz f e le e lé g é s s é  v á l ­
jék,nem  b iz o n y u l t  é s s z e rű n e k  é s  g azd aság o sn ak . J ó l l e h e t  a k o r­
s z e rű , nagy te l je s í tm é n y ű  NSz program ozásához szü k ség  van ESz- 
r e ,  ugyanakkor azonban ez az sok N S z-e t tu d  e g y sz e rre  k i ­
s z o lg á ln i  é s  e m e l le t t  szám ta lan  egyéb f e la d a to k  megoldásáéra 
h a s z n á lh a tó , ig y  h a sz n á ila ta  g azd aság o ssá  t e h e t ő .
A N S z-ek e t a mind b o n y o lu lta b b  é s  p o n to sab b  m egm unkálást 
ig é n y lő , n a g y ré s z t  k i s  s z é r iá k b a n  g y á r t o t t  a lk a t r é s z e k  k é s z í ­
té sén ek  s z ü k s é g le te  h iv t a  é l e t r e .  A NSz-ek szám ológéppel t ö r ­
tén ő  p ro g ram o zásá t p e d ig  a z ,  hogy az a d a te lő k é s z í té s  é s  p ro g ­
ramozás b izo n y o s  ha tátron  t ú l  tö r té n ő  m e g v a ló s ítá s a  szám ológép 
n é lk ü l nem g a zd a ság o s , so k sz o r l e h e t ó t i e n .  A szám ológéppel t ö r ­
tén ő  p rog ram ozás r a c io n a l i z á l á s á r a  é s  t ö k é l e t e s í t é s é r e  v a ló  
tö re k v é s  a z u tá n  l é t r e h o z t a  a k ü lö n fé le  a u to m a tik u s  program ozó 
re n d s z e re k e t  é s  s z im b o lik u s  program ozó n y e lv e k e t .
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A következőben  a num erikus v e z é r lé s ű  szerszám gépek számo­
ló g é p ek k e l tö r té n ő  p rog ram ozásával k a p c s o la to s  a la p k é rd é s e k e t 
é r i n t j ü k ,  é s  á t t e k i n t é s t  adunk a program ozó re n d s z e re k  o s z tá ­
ly o z á s i  s z e m p o n tja iró l ,  a re n d sz e re k  k ia la k u lá s á r ó l  é s  a j e l e n ­
le g  h a s z n á l t  r e n d s z e re k rő l .
A NSz-ek p ro g ram o zása .
A N S z-eket m in t már a bev eze tő b en  e m l i te t tü k ,  az E S z-ek - 
hez h a so n ló an  p rogram ozni k e l l .  Ez a z t  j e l e n t i ,  hogy e l ő i r t  
form ában l é p é s r ő l - l é p é s r e  k ö z ö ln i k e l l  a szerszám gép v e z é r lő  
b e re n d e z é s é v e l , hogy m it c s in á l jo n  a szerszám gép egy a d o t t  mun­
kad arab  e lk é s z í t é s e  c é l j á b ó l .  A k ö z lé s  k ó d o lt in fo rm ác ió k  a la k ­
jáb an  v a la m ily e n  in fo rm ációho rdozó  f e lh a s z n á lá s á v a l  t ö r t é n i k  
/ p l .  ly u k s z a la g , ly u k k á r ty a k ö te g , vagy  m á g n essza la g /. Az in f o r ­
mációk m e g fe le lő  form ában é s  so rre n d b en  a munkadarab p ro g ra m já t 
k é p ez ik  é s  ennek e lk é s z í t é s e  a m unkadarab-program ozás.
T a r ta lm ila g  a program nak m indenképpen magában k e l l  f o g l a l ­
n ia  a munkadarab megmunkálandó r é s z e in e k  eg y érte lm ű  g e o m e tr ia i 
m eg ad ásá t, a megmunkálás so rre n d jé n e k  é s  módjának ugyancsak 
eg y érte lm ű  meg h a tá r o z á s á t ,  v a lam in t a szerszám gép működéséhez 
szü k ség es  fu n k c ió k  m űködtetésének  ü te m e z é sé t.
Nem kivárnunk i t t  fo g la lk o z n i  e g y á l t a lá n  a szerszám gépek 
u ta s i t á s r e ü d s z e r e iv e l  /program ozó n y e lv e i v e l /  a k ó d ren d sze rek ­
k e l  é s  in fo rm ác ió h o rd o z ó k k a l. Ezek u g y a n is  nem lényegbevágóan 
é r i n t i k  a  szám ológéppel tö r té n ő  p rogram ozás p ro b lé m á já t .
Nem közömbös azonban problém ánk szem p o n tjáb ó l az a k é r d é s v 
hogy a szerszám gép v e z é r lő  re n d sz e re  m ily en  r é s z l e t e s ,  vagy 
kevésbé r é s z l e t e s  in fo rm ác ió k a t fo g a d  e l  a szerszám  mozgás pá­
ly á já r a  vo n a tk o zó an .
Ez é r th e tő v é  v á l i k ,  ha figye lem be vesszü k  a következőket*
A szerszám gépen a szerszám  h e ly v á l to z ta tá s a  az eg y es  k o o rd in á ta -
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irányokba e lm o zd ító  szervom otorok  s e g í t s é g é v e l  t ö r t é n i k ,  az 
u .n .  szánokon* A N Sz-eknél a m otorok im pulzusok h a tá s á r a  meg­
h a tá r o z o t t  egységekkel m o zg a tják  e l  a sze rszám o t a m e g fe le lő  
szánok m entén* Ilymódon egy  görbe k o n tú r ,  vagy f e l ü l e t  m enti 
m o zgatásnál k é t ,  vagy tö b b  szán  m en ti ö s sz e h a n g o lt  m ozg atásra  
van sz ü k sé g , amelyhez a m otoroknak időben  m e g fe le lő en  ütem e­
z e t t  v e z é r lő  im pulzusok tö m eg é t k e l l  k a p n iu k . Mármost a v e z é r­
lő b e re n d e z é s  és program ozás szem p o n tjáb ó l a k ö v e tk e z ő k e t le h e t  
m e g á lla p íta n i*
a * /  E lk é p z e lh e te t le n  ezek n ek  az impu]£u sso ro z  á to k n ak  a  k ö z v e t­
le n  em b eri p rog ram ozása .
b .  /  Az im p u lz u sso ro za t /n a g y  m ennyisége m i a t t /  l e g f e l j e b b  a
legnagyobb  in fo rm ác ió sü rü ség ü  m ágnesszalagon  k ö z v e t í th e tő  
és  tá r o lh a tó *
c .  /  A f e n t i e k b ő l  k ö v e tk ező en  az im pulzus so roz  a t o t  au to m atik u san
k e l l  e l ő á l l í t a n i  é s  c é l s z e r ű  k ü ls ő  in fo rm ác ió h o rd o zó  n é lk ü l 
to v á b b í ta n i  k ö z v e tle n ü l  a m otorokhoz. Ez a szerszám gép 
e le k t r o n ik u s  v e z é r lő  b e ren d ezésén ek  m in im á lis  f e l a d a t a .
d .  /  Az e g y es  k o o rd in á ta  irá n y b a  m ozgató im pulzusok g e n e rá lá sá n a k
p i l l a n a t a i  k ö z ö tt o ly a n  fü g g v én y k ap cso la tn ak  k e l l  f e n n á l l ­
n i a ,  hogy az eredő  szerszám -m ozgás e l ő i r t  tű r é s e n  b e lü l  
m e g fe le l je n  a m unkadarab e l ő i r t  k o n tú r já n a k . Lényegében 
t e h á t  a munkadarab t e r v e z e t t  k o n tú r j á t  lé p c s ő s  függvénnyel 
k e l l  k ö z e l í t e n i .  Ez tö r t é n h e t  eg y , vagy több  lé p é s b e n  a 
k o n tú r  j e l l e g é t ő l ,  v a la m in t a te c h n ik a i  m e g o ld á s tó l függő­
e n .
e .  /  Ha e z t  az egész f e l a d a t o t  a NSz v e z é r lő b e re n d e z é sé n  k ív ü l
o ld já k  meg é s  p l .  m ágnesszalagon  k ö z l ik ,  akkor k ü ls ő  i n t e r -  
p o lá to r o s  m eg o ld ásró l b e sz é lü n k . Ha az in te r p o lá c ió b ó l  va­
lam ely  l é p é s t  a v e z é r lő  beren d ezés  o ld  meg, ak k o r e z t  b e l ­
ső in te r p o lá lá s n a k  n ev ezzü k .
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f . /  A s o k fé le  le h e ts é g e s  fo k o z a t i s m e r te té s é tő l  e l t e k in tv e
c sa k  a z t  e m lí t jü k  meg, hogy a g y a k o rla tb a n  -  f ő le g  az ESz- 
ek gazdaságos a lk a lm azásán ak  e lé r é s é r e  -  a l e g á l ta lá n o s a b b  
az a m egoldás, am ikor a g ö rb é k e t egy k ü lső  i n t e r p o lá to r  
/a z  ESz p l « /  eg y en esszak aszo k k a l k ö z e l i t !  meg, é s  a b e lső  
i n t e r p o l á t o r  a zu tán  e z t  do lgozza  f e l  to v á b b . Az e l e k t r o n i ­
k u s  v e zé rlő b e re n d e z é s  f e l é  ig y  töm örebb in fo rm á c ió t  k e l l  
to v á b b í t a n i ,  melyhez nem o k v e tle n  szükséges m ág n essza lag , 
hanem p l .  p a p ír s z a la g  vagy ly u k k á r ty a  i s  a lk a lm azh a tó  /a  
m ág n essza lag  ugyan is  az üzem i körülm ények -  p o r ,  lég n ed ­
v e s s é g ,  s t b .  -  m ia t t  k e d v e z ő t le n / .
Az á l t a l á n o s  g y a k o rla tb a n  a k ü lső  i n t e r p o l á t o r  s z e re ­
p é t  a szám ológép t ö l t i  b e , m elynek te h á t  a g ö rb é k e t egye­
n e ssz ak a sz o k  s o ro z a tá v a l  k e l l  k ö z e l í t e n i e .  A szám ológépet 
v i s z o n t  program ozni k e l l  a r r a ,  hogy e z t  a f e l a d a t o t  e lv é ­
gezze®
Az egyéné asz eütesz okkal m e g k ö z e l í te t t  görbe /v a g y  e le v e  c sak  
eg y en esszak aszo k  m egm unkálását ig é n y lő  m unkadarab/ e s e té n  a geo­
m e t r i a i  ad a to k  s e g i t s é g é v e l  egy u .n .  szerszám gép i program ot 
k e l l  ö s s z e á l l í t a n i ,  amely u t a s í t á s o k a t  ta r ta lm a z  egyéb sze rszám ­
g ép i fu n k c ió k ra  és  p a ra m é te re k re  vonatkozóan i s .  E gyszerű  e s e t ­
ben , vagy NSz h iányában  e z t  a p rog ram ot l e h e t  k é z z e l  i s  ö s sz e ­
á l l í t a n i .  E z t nevezzük a NSz k é z i  program ozásán ak . R e n d sz e r in t 
azonban e z t  a munkát i s  az E S z-re b iz z á k  /k ü lö n ö se n  a k k o r, ha 
a g ö r b e k ö z e l i t é s t  i s  az ESz v é g z i / .  E z t nevezzük a NSz-ek s z á ­
m ológépi program ozásán ak .
Az NSz-ek szám ológéppel tö r t é n ő  p ro g ram o zásá t au to m a tik u s  
p rogram ozásnak é s  sz im b o lik u s  program ozásnak i s  n e v e z ik . Ez a 
három k i f e j e z é s  e l v i l e g  ta k a r h a tn a  három különböző e l j á r á s t .  
A h e ly e t t ,  hogy az ember e s e t l e g  sok e z e r  sze rszám g ép i u t a s í ­
t á s b ó l  á l l ó  program ot k é z z e l k é s z í te n e  e l  egy t e r v e z e t t  munka­
d arabhoz  A é z i  p ro g ram o zás/, a program  k é s z í té s é h e z  e le k t r o n ik u s
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szám ológépet vesz igénybe /szám o ló g ép es  p ro g ram o zás/ de nem c su ­
pán a szám olás m egkönny ítésére  se g é d e sz k ö zk é n t, hanem úgy , hogy 
b izo n y o s, a m unkadarabra é s  sze rszám g ép re  vonatkozó m in im á lis  
in fo rm áció  k ö z lé s e  u tá n  a szám ológép a program ot a u to m a tik u san  
k é s z í ts e  e l  /a u to m a tik u s  p ro g ra m o z á s /. Ehhez te rm é sz e te s e n  a 
szám ológépre egy b o n y o lu lt p rogram ot k e l l  k é s z í t e n i ,  am ely e z t  
a f e l a d a to t  m eg o ld ja . Hogy az ember m unkája még könnyebb le g y e n , 
a program ozás könnyen m eg tan u lh a tó  é s  m egbizhatóbb le g y e n , a 
szám ológépi p rogram ot /a m e ly e t szerszám gépprogram ozó program nak 
n e v ez h e tn én k / úgy k é s z i t i k ,  hogy a m unkadarabra , sze rszám gépre  
é s  a megmunkálás m ódjára vonatkozó  n é lk ü lö z h e te t le n  in fo rm á c ió ­
k a t  s z im b ó lik u s  form ában l e h e t  f e l í r n i  /a z lm b ó lik u s  p ro g ram o zás/ 
v a lam ily en  szab á ly o k  s z e r i n t ,  az u .n .  program ozó n y e lv e n .x//
A program ozó n y e lv e k n é l -  a s z ó b a n fo rg ó , szerszám gépprog­
ram ozásra  s z o lg á ló  sz im b ó lik u s  n y e lv n é l  Ugyanúgy, m in t bárm ely  
más c é l r a  a lk a lm as  sz im b ó lik u s  szám ológép i n y e lv n é l -  az a t ö ­
re k v é s , hogy az m inél k ö ze leb b  á l l j o n  a m indennapi em beri n y e lv ­
h ez . Egy a la p v e tő  kü lö n b ség  azonban v an : a program ozó nye lvnek  
sz ig o rú an  egyérte lm űnek  k e l l  l e n n ie .  A h é tk ö zn ap i n y e lv h a s z n á la t  
ugyanis e z t  a köve te lm ény t -  még á l t a l á b a n  a tudományokban sem -  
nem t e l j e s i t i .
A sz im b ó lik u s  program ozó n y e lv ek  m ásik  közös s a já t s á g a  az 
a tö re k v é s ,  hogy p ro b lé m a o r ie n tá l ta k  le g y e n e k , ami a z t  j e l e n t i ,  
hogy a program ozónak lén y eg éb en  c sak  a z t  k e l l  tu d n ia ,  hogy mi a 
program ozandó f e l a d a t .  Ne fü g g jö n  a n y e lv  a t t ó l ,  hogy m ilyen  
szám ológépen, vagy m ily en  sze rszám gépre  h a s z n á l já k .  /Ne számo­
ló g ép , vagy e se tü n k b en  e s e t l e g  s z e rs z á m g é p o r ie n tá l t  l e g y e n . /
x /  A szerszám gép  u t a s í t á s r e n d s z e r é t  i s  n e v ez ik  a NSz program ozó 
n y e lv én e k , amely a n a ló g  egy ESz g é p i n y e lv é v e l. Az i t t  t á r ­
g y a l t  sz im b ó lik u s  program ozó n y e lv  nem té v e sz te n d ő  ö ssze  
e z z e l .
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Ez a tö re k v é s  á l t a lá b a n  nem v a ló s í t h a tó  meg t e l j e s  m érték b en . 
Ahogyan a sz im b o lik u s  szám ológépprogram ozó n y e lv ek  /ALGOL, 
FORTRAN, COBOL, s t b . /  szám ológépprogram ozásra v a ló b an  kész  f o r ­
mái /g é p i  r e p r e z e n tá n s a i /  b izonyos m értékben  m indig  függnek az 
a d o t t  szá m o ló g é p ek tő l, ugyanúgy a sz im b ó lik u s  szerszám gépprog­
ramozó n y e lv ek  /APT, ADAPT, AUTOPROMT, AUTOSPOT, s t b . /  k i s  mér­
ték b en  m ind ig  függnek a t t ó l ,  m ilyen  szerszám gépek té n y le g e s  
p ro g ram o zásá ra  h a s z n á ljá k  / s ő t  sok e s e tb e n  az a lk a lm a z o tt  s z á ­
m o ló g ép tő l i s  fü g g h e tn ek  m in im á lis a n / .  Á lta lá b a n  a p ro b lé m a o ri­
e n t á l t  n y e lv  e z é r t  egy a la p  " s z ó k in c s e t"  é s  " n y e lv ta n i" ,  s z in ­
t a k t ik u s  s z a b á ly o k a t ta r ta lm a z .  A s z ó k in c s e t  é s  a s z a b á ly o k a t 
e s e t l e g  b ő v i te n i  k e l l  ahhoz, hogy k o n k ré t szám ológépen é s  s z e r ­
szám gépre h a sz n á lh a tó  le g y e n . A n y e lv  i ly e n  r e p e z e n tá lá s á v a l  
e g y ü tt  j á r  magának a szám ológépi program nak az e l k é s z í t é s e ,  
am elyet a sz im b ó lik u s  n y e lv  f o r d i tó  program .iának. vagy é r t e l ­
mező program nak i s  neveznek .
A program ozó re n d sz e re k  o s z tá ly o z á s á n a k  a l a p j a .
M ivel a szóban fo rgó  program ozó re n d sz e re k  p ro b lé m a o rie n ­
t á l t a k ,  k ézen fek v ő , hogy azo k a t a p rogram ozható  p rob lém ák , n e ­
v e z e te s e n  a megmunkálandó m unkadarabok a la p já n  o s z tá ly o z z á k . A 
szerszám gépeken  m egm unkálásra k e rü lő  munkadarabok / a l k a t r é s z e k /  
o ly an  o s z tá ly o z á s a  azonban , amely a la p u l  s z o lg á lh a tn a  a p ro g ra ­
mozó re n d s z e re k  o sz tá ly o z á s á h o z , s a jn o s  nem a la k u l t  k i .  Éppen 
f o r d i t v a ,  a program ozó re n d sz e re k  o sz tá ly o z á sá n a k  é s  t e r v e z é s é ­
nek s z ü k s é g le te  h i v o t t  é l e t r e  egy b izonyos o s z tá ly z á s t  a munka­
d a rab o k ra  vonatkozóan  i s .  M indkét o s z tá ly o z á s  / a  m unkadaraboké 
é s  program ozó r e n d s z e re k é /  e g y a rá n t a szerszám gépek o s z tá ly o z á ­
s á ra  v e z e t e t t  s p e c i á l i s  szem szögbő l.
A program ozó re n d sz e re k  o sz tá ly o z á sá n a k  a la p j a  Így  minden 
e s e tb e n  a p rogram ozható  szerszám gépek v a lam ily en  szem pontból 
v a ló  o s z tá ly o z á s a .  A g y a k o r la t  m eg m u ta tta , hogy az o s z tá ly z á s t
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a s z e r s z á m fe lü le t  és a m unkadarab r e l a t i v  m ozgatásának bonyo­
lu l t s á g a  s z e r i n t  c é ls z e rű  v é g e z n i. A r e l a t i v  mozgás e l l e n ő r z ö t t  
é s  ü te m e z e tt  módon tö r té n ő  v é g z é sé t nevezzük a szerszám  v e z é r­
l é s ének . Az ü te m e z e tt mód az időben tö r t é n ő  e l l e n ő r z é s t ,  szab á­
ly o z á s t  j e l e n t i .
A program ozó re n d s z e re k  o s z tá ly o z á s á n á l  á l t a l á b a n  a z t  ve­
s z ik  a l a p u l ,  hogy a szerszám nak  m ilyen  f a j t a  v e z é r l é s é t  le h e t  
a re n d sz e rb e n  p rog ram o zn i.
A m egm unkálásnál le já t s z ó d ó  m ozgásokat á l t a l á b a n  k é t  kom­
ponensre  b o n t já k :  főm ozgásra és m ellékm ozgásra . A főm ozgás l e ­
h e t  h a lad ó  mozgás i s ,  de r e n d s z e r in t  forgóm ozgás, am ely e t vé ­
gezh e t a m unkadarab / e s z t e r g á l á s /  vagy a szerszám  / f ú r á s ,  ma­
r á s / .  F e la d a ta  a f o r g á c s l e v á la s z tá s .  A m ellékm ozgás a megmun­
k á lá s ,  f o r g á c s le v á la s z tá s  h e ly én ek  v á l t o z t a t á s á t  c é lo z z a  és  
r e n d s z e r in t  h a lad ó  m ozgás. Az e l ő to l á s  az e f f e k t i v  megmunkálás 
közben i m ellékm ozgás. A sze rszám  é s  m unkadarab r e l a t i v  m ozgását 
megmunkálás n é lk ü l  p o z ic io n á lá s n a k  n ev ezzü k . A m ellékm ozgás ve­
z é r l é s i  szem pontból a k ö v e tk ező  f a j t a  l e h e t :
a .  /  Egy a d o t t  pontba e l j u t t a t j a  a sze rszám o t a munkadarabhoz
v is z o n y í tv a ;  a p á ly á r a ,  a se b e ssé g re  és  egyéb körülm ények­
re  nézve  nem k e l l  t e k i n t e t t e l  l e n n i ;  i ly e n e k  a p o z ic io n á lá s ,  
vagy a szerszám  v is s z a v o n u lá s a  egy megmunkálás v é g h e ly z e té ­
b ő l ,  a s z t a l e l f o r d i t á s  a d o t t  h e ly z e tb e ,  s t b .
b .  /  Egy te n g e ly  mentén e g y e n le te s  mozgás m egadott sza k a sz o n ;
az e g y e n le te s  seb e ssé g  nagyságának és  irán y án ak  je le n tő s é g e  
van ; ez a mozgás m ind ig  megmunkálás közben t ö r t é n i k ,  p l .  
egyenes k ö rh en g er sza k a sz  e s z t e r g á l á s a , e l ő i r t  m élységű 
ly u k  f ú r á s a  /egy m en e tb en / m arás egy szán  mozgása közben , 
e g y e n le te s  sebességű  a d o t t  s z ö g e lfo r d u lá s  megmunkálás köz­
ben /h a  i ly e n  l e h e t s é g e s / .
c .  /  Több te n g e ly  mentén e g y id e jű  ö s sz e h a n g o lt / á l t a l á b a n  v á l ­
to z ó  s e b e s sé g ű / m ozgás; a szerszám  a m unkadarabhoz v i s z o -
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n y itv a  m e g h a tá ro z o tt p á ly án  mozog v e z é r e l t  sebességkom po­
nensek  m e l l e t t ;  i ly e n e k  a te n g e ly e k k e l  d e ré k sz ö g tő l e l t é r ő  
szö g e t b ezá ró  egyenes m en ti / p l .  e g y e n le te s /  m ozgás, s ík b e ­
l i »  vagy t é r b e l i  görbe m entén tö r t é n ő  m ozgás.
A program ozó re n d s z e re k e t  és  v e z é r l é s i  szem pontból a s z e r ­
szám gépeket a s z e r in t  l e h e t  c s o p o r to s í t a n i ,  hogy hány te n g e ly  
mentén é s  m ily en  b /  vagy с /  t ip u s u  mozgás l e h e t s é g e s .  Az o sz ­
t á l y z á s t  az a /  t ip u s u  mozgások nem é r i n t i k  /m iv e l a zo k a t a u to ­
m atik u san  v e z é r l i  a szerszám gép /s z e rv o m e c h a n iz m u sa //.
A szerszám gépek szokásos o s z tá ly o z á s a ,  m ely e t le g tö b b s z ö r  
a la p u l  veszn ek  program ozó re n d s z e re k  o sz tá ly o z á sá h o z  a  k ö v e t­
kezőt
P o n tv e z é r lé s ü  szerszám gép , ami a z t  j e l e n t i ,  hogy c sa k  e g y , 
a sze rszá m te n g e ly  m en ti b /  t ip u s u  mozgás l e h e t s é g e s ;  s z a k a s z -  
v e z é r lé s ű  sze rszám g ép n él le g a lá b b  eg y , a s z e rsz á m te n g e ly re  me­
rő le g e s  te n g e ly  m entén le h e ts é g e s  b /  t ip u s u  v e z é r l é s ,  a f o ly a ­
matos p á ly a v e z é r lé s n é l  p e d ig  le g a lá b b  k é t  te n g e ly  /d im e n z ió /  
v is z o n y la tá b a n  le h e ts é g e s  с /  t ip u s u  v e z é r l é s t  m e g v a ló s í ta n i .  A 
p o n t- s z a k a s z v e z é r lé s ű  sze rszám gépnél é r te le m sz e rű e n  mind a p o n t ,  
mind a s z a k a s z v e z é r lé s  k r i té r iu m a  i s  t e l j e s ü l .
Ez az o s z tá ly o z á s  azonban a szám ológép i program ozás szem­
p o n tjá b ó l  nem e lég g é  r é s z l e t e s  és  nem a le g c é ls z e rű b b .
A munkadarabok b o n y o lu l ts á g á t ,  v a la m in t m egm unkálási műve­
le t e k  s o k fé le s é g é t  é s  ö s s z e t e t t s é g é t ,  v a la m in t a sze rszám  mozgás 
v e z é r lé s é n e k  b o n y o lu lts á g á t  n y ilv á n v a ló a n  a mozgások b /  é s  с /  
t ip u s á n ,  i l l .  a p o n t - ,  s z a k a s z - ,  vagy p á ly a v e z é r lé s e n  tú lm enő­
en  lén y eg esen  b e f o ly á s o l ja  a z , hogy m indezek a mozgások hány 
te n g e ly  m entén v a ló s i th a tó k  meg. G e o m e tr ia ila g  ez a z t  j e l e n t i ,  
hogy lé n y eg e s  az i s ,  a megmunkálás i l l .  v e z é r lé s  hány d im enziós 
é s  h a la d ó , v a la m in t fo rg ó  mozgások i s  le h e ts é g e s e k -e ?
A te n g e ly e k  száma s z e r i n t  a sze rszám g ép ek e t tö b b fé le  e lv  
a la p já n  o s z tá ly o z z á k . Á lta lá b a n  egy m ozg ásten g e ly  é r té k e lé s é b e
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a le h e ts é g e s  mozgás а / ,  Ъ /, с /  t í p u s á t  i s  b e le v o n já k , m ert 
egyébként a z  o s z tá ly o z á s  nem e g y é rte lm ű  p ro g ra m o z á s te c h n ik a i 
szem p o n tb ó l. Egy szerszám gépen a mozgás k é t  vagy három dimen­
z ió b an  /2D i l l .  3D mozgás i l l .  p ro g ram o zás/ t ö r t é n h e t , azonban 
m egint lé n y e g e s  a mozgás m inősége i s .  A szerszám gépek v e z é r lé ­
sében 2 -3 -4 —3 -  te n g e ly ű  v e z é r l é s t  k ü lö n b ö z te tn e k  meg. A 2 vagy 
3 te n g e ly  a s ik b e l i  vagy t é r b e l i  h a lad ó  m ozgást t e s z i  le h e tő v é  
/szám o k /, m ig a 4 é s  5 te n g e ly e k  fo rg á s te n g e ly e k , ha az a s z ta l  
vagy o rsó  e g y , vagy k é t  te n g e ly  k ö rü l  e l f o r d u l h a t .
A program ozó re n d sz e re k  o s z tá ly o z á s a .
A szerszám gép v e z é r lé s e k  f e n t i  o s z tá ly o z á s i  szem p o n tja i 
a la p já n  rö v id e n  is m e r te t jü k  a le g is m e r te b b  program ozó re n d s z e ­
r e k e t  f e l s o r o l v a ,  hogy azok  az egyes szem pontok s z e r i n t  m ilyen  
szerszám gépek  v e z é r lé s é re  a lk a lm a sa k .
AUTOIROPS /A utom atic  Programming o f  P o s i t io n in g  S y stem s/: 
k é td im e n z ió s  p o n t-v e z é r lé s r e  a lk a lm as  f ú r ó ,  vagy ly u k a sz tó g é p e ­
ken t á b l á z a t o s ,  num erikus in fo rm ác ió k  a la p j á n .  Az IBM cég  d o l­
g o z ta  k i  az  IBM 1401 E S z - re .
AUTOSPOT /A utom atic  System f o r  P o s i t io n in g  T o o ls / t  k é td i ­
m enziós p o n t- s z a k a s z v e z é r lé s r e  a lk a lm a s , e g y ik  l e g e l te r je d te b b e n  
h a s z n á l t  s z im b ó lik u s  program ozó n y e lv .  Az IBM d o lg o z ta  k i  az 
1620-as E S z -re  1962-ben . M integy 60-70  s z ó t  é s  j e l e t  h a sz n á l a 
n y e lv .
AUTOMAP /A utom atic  Program m ing/: k é td im e n z ió s  fo ly am a to s  
p á ly a v e z é r l é s r e 2P z - i r á n y u  p o z ic io n á lá s s a l  a lk a lm as  sz im b ó lik u s  
program ozó n y e lv . Az IBM 1 6 2 0 -ra  d o lg o z tá k  k i .
AUTOPROMT /A utom atic  Programming o f  Machine T o o ls /*  három - 
d im enziós fo ly am ato s  p á ly a v e z é r lé s r e  a lk a lm as /5  t e n g e l y ig /
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sz im b ó lik u s  n y e lv , am elyben eg ész  f e l ü l e t i  ta rtom ányok  p ro g ra ­
mozhatták e g y e tle n  /v ag y  n é h án y / "m o n d a tta l"#  Az IBM 7090 E S e - re , 
v a la m in t más n a g y te l je s ítm é n y ű  szám ológépre k é s z í t e t t é k  e l#  A 
sz im b ó lik u s  n y e lv  2 0 0 -n á l tö b b  s z ó t  használ, é s  f o r d i tó  p ro g ram ja  
m in teg y  32000 szám ológépi u t a s í t á s b ó l  á l l .  Ez te k in th e tő  j e l e n ­
l e g  az APT m e l le t t  / 1 . a l á b b /  a le g u n iv e rz á l is a b b  é s  leggazdagabb  
nye lvnek#
APT /A u to m a tic a l ly  Programmed T o o l/ r e n d s z e r t  több  fo k o z a ta  
van# Az APT I  p o n tv e z é r lé s r e ,  az APT I I  három dim enziós görbék  
s z e r i n t i  megmunkálás p ro g ram o zására  é s  az APT I I I  három dim enziós 
f e l ü l e t i  ta rtom ányok  s z e r i n t i  p rogram ozásra  s z o lg á ló  re n d s z e r  
i l l .  sz im b ó lik u s  n y e lv . A r e n d s z e r t  1 9 5 8 -ig  d o lg o z tá k  k i  a 
c am b rid g e i m űszaki egyetem  /M a ssa c h u se tts  I n s t i t u t e  o f  Techno­
logy* C am bridge/ Szervom echanizm us L abora tó rium ában  /mat E le k tr o ­
n ik u s  R endszerek  L a b o ra tó r iu m a / az USA lé g ie r ő v e l  együttm űködve 
s a j á t  Whirwind I  szám ológépre é s  később á tk ó d o ltá k  az IBM 7090 
é s  UNIVAC 1107 szám ológépekre i s .  A k o m p le tt APT re n d s z e r  5 
te n g e ly e s  fo ly am ato s  páű.ya v e z é r lé s ű  szerszám gépekre a legbonyo­
lu l t a b b  a lk a t r é s z e k  / p l .  r e p ü lő g é p ré s z e k /  p rog ram o zására  i s  k i ­
v á ló a n  a lkalm as /a z  АЦТ0ИЮМТ m e l l e t t /  é s  á l la n d ó  to v á b b f e j le s z ­
t é s  a l a t t  á l l .  A f e j l e s z t é s  i r á n y a i r a  még v i s s z a té r ü n k .
ADAPT /A ir  M a te r ia l  Command D eveloped APT/  az APT I I  re n d ­
s z e r  e g y s z e r ű s í t e t t  v á l t o z a t a ,  amely k é td im e n z ió s  fo ly am ato s  
p á ly a v e z é r lé s ü  gépek p ro g ram o zására  a lk a lm as é s  k özepes szám oló­
gépeken i s  a lk a lm a z h a tó . E r e d e t i le g  az IBM 7090 E S z-re  p ro g ra ­
m ozták , de később sok más szám ológépre i s .  M integy 85-90 s z ó t  
é s  10 egyéb j e l e t  h a s z n á l  a n y e lv  / a  szám jegyeken k i v ü l / .
A f e ls o r o l ta k o n  k iv ü l  még m integy 40 f é l e  különböző p ro g ­
ramozó re n d s z e r  is m e re te s ,  melyek n a g y ré sz é t az E g y e sü lt Á lla ­
mokban, néhányat p e d ig  más o rszágokban  d o lg o z ta k  k i .  Ezek kö­
z ü l  p o n t- s z a k a s z v e z é r lé s  p rog ram ozására  m egem lítjük  még p é ld a ­
k é n t  a CAMP /C om piler f o r  A utom atic Machine Program m ing/ p ro g -
ram o t, m elynek I I  fo k o z a ta  az IBM 7090 gépekre  2 -5  te n g e ly ű  
p o n tv e z é r lé a re  a lkalm as é s  az AUTOSPOT rugalm asabb  v á l to z a tá ­
nak te k in th e tő  é s  а HiONTO /Program  f o r  N um erical T o o ls /  p ro g ­
ram ot, am ely három tengelyü  p o n t-s z a k a s z v e z é r lé s h e z  az IBM 704,
GE 225 szám ológépekre k b . 50 szav as  s z ó t á r r a l  k é s z ü lt»  Folyama­
to s  p á ly a v e z é r lé s r e  k é s z í t e t t é k  p l .  a SYMPAC /Sym bolic Program ­
ming f o r  A utom atic  C o n t r o l s / -  C om piler r e n d s z e r t  a közepes 
UNIVAC UCT szám ológépekre é s  később az ÜSS 80 /90  gépre  k é td im en­
z ió s  v e z é r lé s h e z .  További ism erteb b  re n d s z e re k  még: WALDO, SPLIT, 
CLAM, s tb .
A sz im b ó lik u s  -programozó re n d sz e re k  f e j l ő d é s e .
R öviden fe l id é z z ü k  a NSz-ek é s  p rogram ozásuk f e j l ő d é s é t ,  
kü lönös t e k i n t e t t e l  a s z im b ó lik u s  program ozó re n d s z e re k re .
A szerszám gépek num erikus v e z é r lé s é n e k  s z ü k s é g le te  é s  meg­
v a ló s í tá s á n a k  le h e tő sé g e  az 1950-es évek  e le j é n  m e rü lt f e l .  A 
prob lém ával az USA re p ü lő g é p ip a rá b a n  i l l .  a lé g ie r ő  m egb ízásá­
bó l a M assa c h u se tts  I n s t i t u t e  o f  Technology /М .1 .Т ./  S ze rv o - 
mechanizmus L abora tó rium ában  k ezd tek  f o g la lk o z n i .  A k u t a t á s i  
program ot é s  munkát "A utom atikusan  P ro g ram o zo tt Szerszám  Rend­
sze rek "  /A u to m a tic a l ly  Programmed Tool (APT) S ystem / e ln e v e z é s  
a l a t t  v é g e z té k .  A munkába a re p ü lő g é p ip a r  m integy 20 l e g j e l e n ­
tő sebb  g y á r tó  cége i s  b e le k a p c so ló d o tt  é s  az 1 9 5 ö -ig  e l k é s z í ­
t e t t  és s z é le s k ö rű e n  k ip r ó b á l t  APT re n d s z e r  f e j l e s z t é s é r e  m in teg y  
100 évny i k u t a t ó i  munkát é s  több  m in t 4 m i l l i ó  d o l l á r t  f o r d i t o t -
Y  /
t a k .  Az APT re n d sz e r  v o l t  az e ls ő  num erikus v e z é r lé s ű  sze rszám ­
gép a u to m a tik u s  /szám o ló g ép p e l t ö r t é n ő /  p rogram ozásra  s z o lg á ló  
p ro g ram -ren d sz e r és rö g tö n  a le g b o n y o lu lta b b  három dim enziós
x /  R.A. Thomas: The la n g u ag e s  o f  t a p e .  American M a c h in is t, 
S p e c ia l R ep o rt No. 545 . J a n . 6 . ,  1964 .
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munkadarabok p ro g ram o z á sá ra , h is z e n  a g y a k o r la t i  követelm ények 
i ly e n  r e n d s z e r t  k iv á n ta k .  Az APT re n d s z e r  egyben Cégek é s  in ­
tézm ények egy c s o p o r t j á t  i s  j e l e n t i  am elyek közösen  r é s z tv e s z -  
nek a re n d s z e r  f e j l e s z t é s é b e n ,  v a lam in t joguk  van a re n d s z e r  
h a s z n á la tá h o z . Ez a tá r s a s á g  1 9 5 9 -tô l a c i v i l  ip a rá g  k é p v is e lő i ­
v e l  b ő v ü lt .  Az APT a la p e lv e i  s z e r i n t ,  vagy  a t t ó l  tu d a to s a n  e l ­
té rv e  egyéb cégek  é s  in tézm ények , fő le g  a nagy szám ológépgyártó  
cégek s p e c i á l i s  igényeknek m eg fe le lő en  más r e n d s z e re k e t  f e j l e s z ­
t e t t e k  k i«  íg y  s z ü le t t e k  az e lő ző  p o n tb an  f e l s o r o l t  program ozó 
re n d s z e re k .
Az APT re n d s z e r  f e j l e s z t é s e  ma i s  f o ly ik  az I l l i n o i s  I n s t i ­
t u t e  o f  T echno logy , R esearch  I n s t i t u t e  / I I T R I /  védnöksége a l a t t ,  
amely k o o r d in á l ja  a k ü lö n fé le  e r ő f e s z í t é s e k e t  a r e n d s z e r  s p e c iá ­
l i s  g y a k o r la t i  fe la d a tk ö rö k re  v a ló  f e lh a s z n á lá s á r a  é s  a re n d s z e r  
á l t a lá n o s  f e j l e s z t é s é r e  /m e ly re  még v i s s z a té r ü n k / ,  v a la m in t l e ­
h e tő s é g e t  n y ú j t  program ozó szakem berek, seg éd erő k  k é p z é s é re , k í ­
s é r l e t e z é s r e ,  s t b .
A NSz-ek é s  au to m atik u s  program ozásuk f e j l e s z t é s e  az am eri­
k a i  p é ld a  nyomául Európában é s  m ásu tt a v i lá g o n  később in d u l t  meg, 
de k ö rü lb e lü l  h aso n ló  f e j lő d é s  f ig y e lh e tő  meg «Angliában 1 9 5 5 - tő l ,  
a S zo v je tu n ió b an  1 9 5 á - tő l ,  C sehszlováik iában  1 9 5 6 - tó l ,  N yugat-N é- 
m etországban  1 9 5 7 - tő l  fo g la lk o z n a k  a p ro b lé m á v a l.* ^  Hazánkban 
n ap ja in k b an  m e rü lt f e l  a problém a k é n y s z e r í tő  szü k sé g sz e rű sé g ­
k é n t .  N yugat-Európában -  b á r az USA-tól még m indig elm aradva -  
már s z é le s  k ö rb en  a lkalm aznak  N Sz-eket é s  p rogram ozásukra E3z- 
e k e t  m e g fe le lő  program ozó re n d s z e re k k e l ,  de a s z o c i a l i s t a  o rs z á ­
gokban s z é le s k ö rű  e l t e r j e d é s r ő l  még nem b e sz é lh e tü n k  é s  az a u to ­
m atik u s  program ozás igénye még csupán n a p ja in k b an  m erül f e l .  Az 
e lő re h a la d á s  kom oly ak ad á ly a  a nem m e g fe le lő  e l l á t o t t s á g  számo­
ló g ép ek k e l é s  az eb b ő l köve tkező  f e lk é s z ü le t le n s é g  a program ozás 
é s  program ozó re n d s z e re k  t e r ü l e t é n .
x /  W,Simon: Der E n tw ick lu n g stan d  und d ie  Z ukunft num erisch
g e s te n e r te r  W erkzeugmaschinen in  D eu tsch lan d . IBM N a c h ric h te n , 
F eb r. 1965.
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Az APT k o n cep c ió »
A NSz-ek a u to m a t ik u s  p ro g ra m o z á sá n a k  a l a p v e t ő  p r o b lé m á ja ,  
a m e ly e t  az M .I .T ,  az ЛРТ r e n d s z e r  k i f e j l e s z t é s é n e k  k e r e t é b e n  
m e g o ld o t t  a számos e l k e r ü l h e t e t l e n  r é s z l e t p r o b l é m a  m e l l e t t  l é ­
nyegében  az em ber /m u n k a d a ra b te rv e z ő  k o n s t r u k t ő r  é s  p ro g ra m o z ó / ,  
az e l e k t r o n i k u s  szám ológép é s  a n u m erik u s  v e z é r l é s ű  szerszám gép  
s z e r v e s ,  r a c i o n á l i s  é s  h a té k o n y  egységbe  f o g l a l á s a  " n y e lv e k "  é s  
s z ám o ló g ép i program ok s e g i t s é g é v e l .
Az ember s z e m p o n t já b ó l  a p rob lém a lé n y e g e  a z ,  hogy m in é l  
e g y s z e rű b b e n ,  m in é l  t e rm é s z e te s e b b n e k  h a t ó  n y e lv e n  é s  m in é l  tö b b  
é s  b o n y o lu l ta b b  f e l a d a t o t  tu d j o n  m egfoga lm azn i é s  a k o r s z e r ű  
g é p g y á r t á s s a l  j á r ó  munkák m in é l  nagyobb h á n y a d á t  t u d j a  a gépek­
r e  a u to m a t ik u s  v é g r e h a j t á s  c é l j á b ó l  á t h á r i t a n i .  t í l s ő  fo k o z a tb a n  
az M .I .T , - b e n  a z t  t ű z t é k  f e l a d a t u l  -  é s  a g y a k o r l a tb a n  a mai n a ­
p i g  e z t  t u d j á k  á l t a l á b a n  b i z t o s i t a n i  - ,  hogy az em ber a g y á r t á s ­
s a l  j á r ó  munkákból a m űszak i t e r ü l e t  n y e lv é h e z  " h a s o n ló "  n y e l ­
v e n ,  a m unkadarabok e g y é r t e lm ű ,  p o n to s  g e o m e t r i a i  l e i r á s á t  é s  
a l e g r a c i o n á l i s a b b  m egm unkálási f o ly a m a t  m in im á l i s  t e c l m o l ó g i a i  
u t a s i t á s o k k a l  tö i ' t é n ő  m e g ad ásá t  v á l l a l j a ,  a t ö b b i  f e l a d a t o t  a 
szám ológép é s  sze rszám gép  a u to m a t ik u s a n  v é g z i  e l  / a z  e m b e r - k é s z i -  
t e t t e  p rogram  szám ológép szám á ra  " é r t h e t ő "  fo rm ában  v a ló  " l e í r á ­
s a " ,  k ó d o lá s  é s  in fo rm á c ió h o rd o z ó ra  v a ló  e l h e l y e z é s  t e r m é s z e t e ­
se n  még em beri  munkát i s  i g é n y e l ,  de ez e l e n y é s z ő / ,  tígy f e j l e t ­
t e b b  f o k o z a tb a n ,  a m e ly rő l  k é ső b b  még b e s z é lü n k ,  még ennek a mun­
kának  egy  r é s z é t  i s  a s zám o ló g ép re  l e h e t  b i z n i .
A szám ológép  s z e m p o n t já b ó l  tö b b f é l e k é p p e n  v e t ő d i k  f e l  p ro b ­
lé m a .  Az e g y ik  a z ,  hogy m i ly e n  s z á m o ló g ép e t  a lk a lm a z z u n k ,  i l l .  
m i ly e n  á l l  r e n d e l k e z é s r e ?  S p e c i á l i s  s z á m o ló g é p e t  A ü l s ő  i n t e r p o -  
l á t o r /  vagy  u n i v e r z á l i s  s z á m o ló g é p e t?  Nagy t e l j e s i t m ó n y ű  számo­
lógépünk  v a n ,  vagy k i s e b b ?  M iként l e h e t  a d o t t  s z á m o ló g é p e t  az 
e m b e r - sz ám o ló g é p -sz e rsz ám g ép  e g y ü t t e s b e  a k i v á n t  f u n k c ió v a l  be­
k a p c s o ln i ?  tíz a p rob lém a t e r m é s z e t e s e n  nem v á l a s z t h a t ó  e l  az em-
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b é r t ő l ,  i l l .  a s z e rsz á m g é p tő l. Az em ber o ld a lá r ó l  n é zv e , a s z á ­
mológép m em ó riak ap ac itása  é s  működési seb esség e  k o r lá to z z a  a 
sz im b o lik u s  n y e lv  ru g a lm a ssá g á t, e g y sz e rű sé g é t é s  az em berre h á ­
r u ló  f e la d a to k  r e d u k á lá s á t .  A szerszám gép o ld a lá r ó l  nézve a s z e r ­
számgépen megmunkálható munkadarabok g e o m e tr ia i b o n y o lu lts á g a , 
v a lam in t a megmunkálási módok i r á n t i  igénye  b e fo ly á s o l ja  a z t ,  hogy 
m ilyen  szám ológépeket l e h e t  a program ozáshoz r a c io n á l i s a n  a l k a l ­
m azni.
A szám ológép nagyságán k iv ü l  p rog ram ozhatósága  a z ,  amely 
k ih a t  az ember te v é k e n y sé g é re . E zt a k i h a t á s t  azonban már nem 
a szób an fo rg ó  em ber-szám ológép-szerszám gép re n d sz e rb e n  t e k in t jü k ,  
m ert ez a m indennapi g y a k o rla tb an  a munkadarab program ozó munká­
j á t  k ö z v e tle n ü l  nem b e f o ly á s o l ja .  Ez a s z e rv e s  hárm as lé t r e h o z á ­
sának é s  működése b iz to s í tá s á n a k  m unkájához, v ag y is  egy e g y s z e r i  
e lő k é s z í té s h e z  t a r t o z i k  é s  ez v o l t  az M .I .T . k u ta tó in a k  f e l a d a t a ,  
é s  ez is m é tlő d ik  ú jra  é s  ú j r a  ak k o r, ha az em b er-szám o ló g ó p -szer- 
számgép hárm as u tó b b i k é t  ta g já n a k  v a lam e ly ik e  -  s ő t ,  az ember 
á l t a l  h a s z n á ln i  k iv á n t  program ozó n y e lv  ú g y sz in tén  -  m e g v á lto z ik . 
T erm észe tesen  egy i ly e n  u j h á rm a s3 k ia la k itá sá b a n  már ig e n  h a tá ­
so san  fe lh a s z n á lh a to k  azok a t a p a s z t a l a to k ,  m elyek az API és  más 
re n d sz e re k  f e j l e s z t é s é v e l  k a p c so la tb a n  n y ilv á n o s sá g ra  k e r ü l te k .
Az M .I .T .-b e n  az em ber-szám ológép-szerszám gép hárm as e ls ő  
é s  u to ls ó  t a g j á t  k ü lö n fé le  " te v ék e n y sé g i s z in te k e n "  e lk é p z e lv e  
a középső ta g o t  /szám o ló g ép / ig y ek ez tek  egy k o n k ré t u n iv e r z á l i s  
szám o ló g ép tő l n a g y ré sz t f ü g g e t l e n í t e n i  a köve tkező  módon: gondo­
l a t i l a g  m eg a lk o ttak  egy APT szám ológépnek n e v e z e tt  f i k t i v  számo­
ló g é p e t ,  az ö s sz e s  a la p v e tő  e g y sé g g e l, a m e lly e l egy té n y le g e s ,  
anyag i szám ológép re n d e lk e z ik :  b em en ő -v ezé rlő -a ritm e tik a i-m em ó - 
ria -k im en ő  e g y sé g e k k e l. M indezeknek az egységeknek m egadták a 
f u n k c ió i t ,  működésük k a p c s o la tá t  é s  a lg o r i tm u s a i t  úgy, hogy azok 
egy m e g fe le lő  u n iv e r z á l i s  szám ológépen sz im u lá lh a to k  leg y en ek . 
V agyis egy k o n k ré t számológépem beprogram ozva az egységek p ro g -
-  18  -
ra m ja i e g y ü t t  egy " sz im u lá c ió s  szám ológépet"  r e a l i z á l n a k ,  amely 
e lv é g z i  a z o k a t az a lap v e tő  f e l a d a to k a t ,  am elyet az em ber-szém o- 
ló g ép -sze rszám g ép  középső ta g já n a k  a d o t t  program ozó n y e lv  é s  
szerszám gép i u ta s i t á s r e n d s z e r  m e l l e t t  e l  k e l l  v é g e z n ie .
Ennek a sz im u lác ió s  APT szám ológépnek a "n y e lv e"  nem egye­
z ik  sem az em ber h a s z n á lta  program ozó n y e lv v e l ,  sem a k o n k ré t 
szám ológép v a lam ely  program ozó n y e lv é v e l ,  hanem egy c é ls z e rű e n  
v á l a s z t o t t  num erikus API szám ológép i n y e lv . Az APT szám ológép 
bemenő egyeégén csak  i ly e n  n y e lv en  i r t  u ta s i tá s o k  m ehetnek be, 
a v e z é r lő  egysége  csak  e z e k e t  tu d ja  é r te lm e z n i  és  v é g r e h a j ta t tn i  
az a r i tm e t ik a i  eg y sé g é v e l. Az APT szám ológép k im e n e ti n y e lv e  
s z in té n  nem eg y ez ik  meg egy  k o n k ré t szerszám gép n y e lv é v e l sem.
Az APT szám ológép bem eneti n y e lv e  o ly a n , am elyre az em beri p ro g ­
ramozó n y e lv e n  f e l i r t  m unkadarabprogram ok /" fo r rá s p ro g ra m o k " / 
könnyen f o r d í th a tó k  minden k o n k ré t szám ológépen /könnyű f o r d í tó ­
p ro g ram o t, t r a n s l a t o r t  k é s z í t e n i /  é s  k im e n e ti ny e lv e  p e d ig  o ly a n , 
hogy az -  ism é t bárm ely szám ológéppel -  könnyen f o r d í th a t ó  le  
a d o t t  szerszám gép k o n k ré t k ó d ren d sze réb e  /könnyű u .n .  p o s t ­
p r o c e s s o r  k é s z i t e n i / .
Az ember é s  a szerszám gép e m l i t e t t  " te v é k e n y sé g i s z i n t j e i " ,  
am elyekhez az APT szám ológépet i l l e s z t i k  az em beri o ld a lo n :
/ 1 /  s z im b ó lik u s  nyelven  v a ló  p rogram ozása k é sz re  m e g te rv e z e tt  
m unkadaraboknak e lő re  k i v á l a s z t o t t  te c h n o ló g iá v a l é s  szerszám ­
gépre , é s  / 2 /  a szám ológéppel v a ló  " t á r s a lg á s "  u t j á n  v a ló  mun­
k a d a ra b te rv e z é s  és  k o n s tru k c ió  csupán a k ü lö n le g e s  igények  köz­
lé s é v e l  / e r r e  még v i s s z a té r ü n k / ,  a sze rszám g ép i o ld a lo n  p ed ig  
/ 1 /  p o n t- s z a k a s z v e z é r lé s , i l l .  t é r b e l i  pon tok  s e g i t s ó g é v e l  v a ló  
p ro g ram o zh a tó ság , / 2 /  fo ly a m a to s  p á ly a v e z é r lé s  té rg ö rb é k  sz e ­
r i n t i  p ro g ram o zh a tó ság g a l é s  / 3 /  fo ly am a to s  p á ly a v e z é r lé s  t é r ­
b e l i  f e l ü l e t e k  s z e r i n t i  p ro g ram o z h a tó sá g g a l.
A s z im u lá c ió s  szám ológép m ó d sze rre l az APT p ro b lém á ja  l é ­
nyegében az APT szám ológépek " m e g é p ité s é re " , program ok e lk é s z i -
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té s é r e  r e d u k á ló d o t t .  Az M .I .T .-b e n  az e l s ő  s tád ium ban  az em beri 
tev ék e n y ség e t az e m l i t e t t  / 1 /  s z in te n  t é t e l e z t é k  f e l .  A s z e r ­
szám gépi o ld a lo n  s z in te  e g y id e jű le g  mindhárom s z i n t e t  f ig y e le m - 
bevéve h árom fé le  APT szám ológép k id o lg o z á sá b a  k e z d te k . E lő sz ö r 
egy APT I  szám ológépet p ro g ram oztak , am ely azonban c sak  k í s é r l e ­
t i  c é lo k a t  s z o l g á l t  és  e l ő k é s z í t e t t e  a k é ső b b i "nagyobb t e l j e ­
sítm ényű" APT I I ,  majd APT I I I  szám ológépek p ro g ram o z á sá t. Az 
APT I I  s z im u lá c ió s  szám ológép lényegében  u .n .  kanonikus a lak b an  
m egadott t é r b e l i  görbék in t e r p o lá l á s á r a ,  v a g y is  e l ő i r t  tű r é s e n  
b e lü l  eg y en esszak aszo k k a l v a ló  m e g k ö z e líté s é re  k é p e s . A gyakor­
l a t i  h a s z n á la tb a n  fő k é n t s í k b e l i  g ö rb ék k e l h a t á r o l t  m unkadara­
bok m egm unkálására, v a g y is  k é td im en z ió s  p á ly a v e z é r lé s r e  a lk a l ­
m azzák. Az АРГ I I I  szám ológép kanon ikus a lak b an  m egadott f e lü ­
l e t e k  h a t á r o l t a  f e l ü l e t i  tartom ányok m egmunkálásának au tom atikus 
p rogram ozására  k é p e s .
Az em beri tev ék en y ség  e m l i t e t t  / 2 /  s z in t jé h e z  t e r v e z e t t  
szám ológépet i l l .  az ig y  n y e rtIIT R I-b a n  ma i s  f e j l e s z t é s  a l a t t  
á l l ó  APT r e n d s z e r t  APT IV re n d sz e rn e k  n e v e z té k  e l .  Egyébként az 
APT I - I I —III-X V  re n d s z e re k  m indegyike az e lő z ő  fo k o z a t k ib ő v i té -  
s e ,  v a g y is  bárm ely  fo k o z a t h a s z n á la ta  f e l e s l e g e s s é  t e s z i  az e lő ­
ző h a s z n á la tá t ,  m ert a m egelőző fo k o z a to k  minden f u n k c ió já t  képes 
e l l á t n i .
Az em ber-szám ológép-szerszám gép h á rm a st most már a szerszám ­
gép o ld a lá r ó l  nézve lényegében  a r r a  v o l t  szü k sé g , hogy a d o t t  NSz- 
e t  b ek ap c so ljan a k  az APT re n d s z e rb e , m égpedig úgy, hogy egy sz á ­
m ológépi program  /p o s tp r o c e s s o r /  s e g í t s é g é v e l  a m eg fe le lő  APT 
szám ológépfokozat o u t p u t j a i t  l e f o r d í t s á k ,  k o n v e r tá l já k  az i l l e t ő  
szerszám gép " n y e lv é re " .  E rre  a k é rd é s re  a f o r d i tó  program  p ro b ­
lé m á já n á l még v is s z a té r ü n k ,  i t t  csupán  a n n y it  e m litü n k , hogy 
te rm é sz e te se n  egy  szám ológép számos sze rszám g ép et k i s z o lg á lh a t  
e g y id e jű le g ,  m iv e l f e la d a tá n a k  e lv é g z é se  ö s s z e h a s o n l í th a ta t la n u l  
rö v id é b b  id ő t  vesz  ig én y b e , m in t a szerszám gép m űködési i d e j e .
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E zzel k a p c so la tb a n  h an g sú ly o zzu k , hogy az em ber-szám ológép» 
szerszám gép hárm as á l t a lá b a n  / 1 /  több  program ozó ember é s  több  
szerszám gép eg y ü ttm űködésé t j e l e n t i  egy szám ológéppel / 2 /  a h á r ­
mas minden t a g j a  e l l á t h a t  e m e l le t t  a k o o p e ra tiv  m unkátó l k ü lö n ­
böző f e la d a to k a t  i s  /e z  f ő le g  a szám ológépnél j e l e n t ő s /  é s  / 3 /  
a hárm as t a g j a i  időben é s  té r b e n  t e l j e s e n  k ü lö n v á lv a  d o lg o z h a t­
nak! t e h á t  nem sz in k ro n  é s  h e ly h e z k ö tö tte n  k e l l  együttm üködniök  
/ te rm é s z e te s e n  e lő s z ö r  az em bernek k e l l  p ro g ram o zn i, hogy a z t  a 
szám ológép le f o r d i th a e s a  é s  e z u tá n  a szerszám gép a p ro g ram o zo tt 
m unkadarabot e l k é s z í t h e s s e . /
A program ozó n y e lv ek .
A NSz-ek p ro g ram o zására  t e r v e z e t t  sz im b ó lik u s  program ozó 
n y e lv ek  e g y sz e rű en  k ö zönséges t a g j a i  a ma már mind nagyobb c sa ­
lá d o t  a lk o tó  p ro b lé m a - o r ie n tá l t  szám ológépi n y e lv ek n ek , m elyek­
r e  p é ld ák  a COGO, STRESS, SIMON, CSL, s t b . ,  melyek nem szerszám ­
g é p v e z é r lé s re  s z o lg á ln a k , é s  a már á l t a lu n k  korábban  e m l í t e t t  
APT, ADAPT, AUTOMAP, AUTOHíOMT, AUTOSPOT, s t b . ,  n y e lv e k , melyek 
sze rszá m g ó p v e zé rlé s re  k é s z ü l t e k .  Ezek a n y e lvek  n ém ileg  k ü lö n ­
böznek az ALGOL, FORTRAN, COBOL, s t b .  n y e lv e k tő l ,  am elyeke t 
p r o g r a m - o r ie n tá l t  nyelveknek  neveznek , m ert a szám ológépprogra­
mozás e g y s z e r ű s í té s é t  é s  s z im b o l iz á lá s á t  c é lo z z ák  a program ozan­
dó problém a tém a k ö ré tő l f ü g g e t le n ü l .  Méginkább kü lönböznek  a 
f e n t i  n y e lv e k  az u .n . ( szá m o ló )g é p o r ie n tá l t  s z im b o lik u s  n y e lv ek ­
t ő l  /a u tó k ó d , "assem ly" n y e lv e k / ,  m in t p l .  az IBM g ép ek n é l a 
SPS (Sym bolic Programming S ystem / AUTOCODER, az E l l i o t t  gépek­
n é l  p l .  a NEAT, s t b . ,  am elyek csupán az a d o tt  szám ológépre t ö r ­
té n ő  program ozáshoz h a s z n á lh a tó k .
Végül az ö s s z e h a s o n l i tá s  lá n c o la tá n a k  m ásik végén  á l ln a k  
e se tü n k b en  a szerszám gép! n y e lv e k , m elyek ugyanúgy g é p i kódok 
i l l .  g ép i u ta s í t á s r e n d s z e r e k  num erikus / i l l .  a lfa n u m e r ik u s /  
form ában, m in t a szám ológép i n y e lv ek  i l l .  u ta s í t á s r e n d s z e r e k .
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A sz im b o lik u s  ny e lv ek b en  e g y a rá n t az a közös tö re k v é s  tü k ­
rö z ő d ik , hogy a problém ák p ro g ram já t v a lam ely  e le k t ro n ik u s  re n d ­
s z e r  v e z é r lé s é v e l  tö r t é n ő  m egoldása c é l j á b é l  az em beri nyelvhez  
m inél k ö ze leb b  á l l ó ,  m inél te rm észe te seb b n ek  h a tó ,  könnyen meg­
ta n u lh a tó  é s  h a sz n á lh a tó  form ában le h e s s e n  m egfogalm azni é s  l e ­
í r n i .  Az ig y  l e i r t  program ok k ó d o lá sá t é s  f e ld o lg o z á s á t  a zu tán  
s p e c i á l i s  e le k t ro n ik u s  / é s  ré sz b e n  m e c h a n ik a i/ b e ren d ezések  be­
v o n ásáv a l végezzük a le h e tő  le g au to m atik u sab b  fo k o n .
A p ro b lé m a o r ie n tá l t  n y e lv ek  é s  p ro g ram ren d sze rek  f e j lő d é s e  
még m esszebb v e z e t ,  amely már az ember é s  a szám ológép k ö z t i  
"eszm écsere"  le h e tő s é g é t  te r e m t i  meg az in fo rm á c ió k ö z lé s i  módok 
s z é le s  s k á lá já n  / a d o t t  e se te k b e n , a le g c é ls z e rű b b e t  m eg v á lasz t­
v a : Í ró g é p , r a j z o ló  é s  v e t í t ő  b e re n d ez ése k , e s e t l e g  a k u s z t ik a i  
b e ren d ezések , s t b . / .  A nagyobb IBM szám ológépekre i ly e n  n y e lvek  
p l .  a COGO és  a STRESS, v a lam in t az APT m é g _ fe j le s z té s  a l a t t  
á l l ó  f e j l e t t e b b  fo k o z a ta  /APT IV /.
A szerszám program ozó sz im b ó lik u s  n y e lv ek  á l t a l á b a n  s t r u k tu ­
r á l i s a n  az ALGOL-hoz, vagy a FORTRAN-hoz h a s o n l í th a tó k .  Ism ere­
t e s  p l .  már az APT I I I  n y e lv  ALGOL 60 r ip o r th o z  X//h a so n ló  s z in ­
ta k t ik u s  l e í r á s a  i s . 30^
A szóbam forgó n y e lv ek en  k o m p le tt m unkadarabok k é s z í té s é h e z  
szü k ség es  in fo rm ác ió k  í rh a tó k  ^■e. ^ z e k  e g y ü t t e s é t  munkadarab­
program oknak nev ezzü k . Egy munkaprogram k i j e l e n t é s e k b ő l ,  monda­
to k b ó l á l l ^  amelyek a n y e lv  s z a b á ly a in a k  m e g fe le lő en  c so p o rto ­
s í t o t t  " s z a v a k a t" ,  í r á s j e l e k e t ,  p a ra m é te re k e t, szám okat t a r t a l ­
maznak e l ő i r t  s z a b á ly  s z e r i n t i  so rre n d b e n . A szavak  egy ré sz e
x /  J.W . Bachus é s  mások: R ev ized  R ep o rt on th e  A lg o rith m ic  
Language ALGOL 60 /E d i te d  by P . N a u r/ Comm. ACM 6 nov . 1 . 
/1 9 6 3 /
x x /  S.A,Brown é s  mások: A D e sc r ip tio n  o f  th e  APT Languege. Comm. 
ACM 6 nov . 1 1 . /1 9 6 3 /
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u .n .  s z ó t á r i  a z ó . m elyeknek a nyelvben  m e g h a tá ro z o tt , r ö g z í t e t t  
je le n té s ü k  v a n , más ré sz ü k  a z o n o s í tó ,  m elyek a d o t t  e l j á r á s  sz e ­
r i n t  d e f in iá lh a tó k  a n y e lv  a l a p j e l e l - b ő l .  Az a l a p é l e k  m eghatá­
r o z o t t  b e tű k  / á l t a l á b a n  az ABC n a g y b e tű i / ,  az a ra b  szám jegyek 
é s  néhány egyéb j e l .
K ü lö n fé le  in fo r m á c ió fa j tá k  l e í r á s á r a  r e n d s z e r in t  más-más 
m on d a ttlp u so k  h aszn á lan d ó k , am elyek k ö z ö tt  á l t a l á b a n  az a lá b b i  
három m indig  sze rep e l*
a /  G eo m etria i d e f i n í c i ó k .  I ly e n  mondatok k e re té b e n  i rh a to k  
l e  g e o m e tr ia i la g  a megmunkálandó a lk a t r é s z  azon r é s z l e t e i ,  aho l 
e f f e k t i v  megmunkálásnak k e l l  tö r t é n n ie ,  v a la m in t azok egym áshoz, 
vagy egy k o o rd in á ta re n d sz e rh e z  v i s z o n y í to t t  h e l y z e t e i .  Az a lk a t ­
r é s z  m indig egy hozzá k ö t ö t t  derékszögű  / e s e t l e g  p o l á r /  k o o rd i­
n á ta re n d s z e rb e n  i r h a tó  l e  é s  a n y e lv  le h e tő s é g e in e k  m e g fe le lő  
g e o m e tr ia i  a la p e le m e k e t, ö s sz e fü g g é s e k e t l e h e t  f e lh a s z n á ln i  a 
l e í r á s b a n .  P é ld á u l  az APT I I I  nyelvben  p o n t ,  e g y e n e s , k ö r ,  e l ­
l i p s z i s ,  h ip e r b o la ,  á l t a l á n o s  k ú p s z e le t ,  s i k ,  h e n g e r , kúp , göm b, 
á l t a l á n o s  m ásodrendű f e l ü l e t  adhatók  meg e l ő i r t  form ában néhány 
p a r a m é te r r e l ,  vagy egymáshoz v i s z o n y i to t t  h e ly z e tü k k e l ,  s ő t  még 
tá b lá z a to s á n  m egadott s ik m e ts z e tü  h e n g e r t i s  l e h e t  h a s z n á ln i .
A g e o m e tr ia i  d e f in íc ió k  á l t a l á b a n  egymásba i s  á g y az h a tó k , v a la ­
m in t b e é p íth e tő k  más m ondatokba, u ta s í tá s o k b a .  N ag y részü k et 
azonban á l t a l á b a n  a program  e le j é n  ad ju k  meg é s  a k éső b b iekben  
név  s z e r i n t  h iv a tk o zu n k  r á j u k .  T ip ik u s  d e f in iá ló  gT m ondatokat 
m utatunk be APT I I I  n y e lv e n  az a lá b b i  p é ld á n :
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0 /  REMARK /  GEOMETRIAI DEFINÍCIÓK 
1 /  CNTR a POINT /X I , П
2 /  KOER = CIRCLE /  CENTER. CNTR, RADIUS. R 
3 /  E l = LINE /  CNTR, (POINT /  KOER, ATANGL. A)
V  E2 = LINE /  (POINT /  KOER, ATANGL. B ), ATANGL. C 
3 /  EGYN a LINE /  (S = POINT /  INTOF. E l ,  E 2 ) ,  RIGHT» TANTO. KOER 
6/ K2 = CIRCLE / EGYN, Y LARGE. E2, YSMALL. RADIUS. R2 
7 /  ERIN = LINE /  LEFT. TANTO. KOER, LEFT. TANTO. K2
A p ro g ram részb en  a lá h ú z tu k  az e lő fo rd u ló  A'PT I I I  s z ó t á r i  
szav ak a t»  A 0 /  cim kéjü  m egjegyzés /REMARK/  h a tá B ta la n #  Az 1 /  
d e f i n i á l j a ^  a CNTR-nek e ln e v e z e t t  p o n to t ,  m elynek k o o r d in á tá i  
/X I , Yl/ v á l to z ó p á r  é r té k e  / a  z - k o o r d in á tá r ó l  f e l t é t e l e z z ü k ,  
bogy e lő z ő le g  e g y sz e r s  m indénkorra  a d o t t ,  vagy p e d ig  0 ,  am ikor 
i s  nem k e l l  f e l t ü n t e t n i . /  A 2 /  d e f in ic ió  egy o ly an  KOER nevű k ö r t  
d e f i n i á l ,  m elynek k ö z ép p o n tja  az e lő z ő le g  m egadott p o n t ,  su g ara  
p e d ig  R é r t é k e .  A 3 /  a l a t t  E l e g y e n e s t k é t  p o n t já v a l  d e f i n i á l j u k ,  
m elyek e g y ik e  a CNTR p o n t,  a m á s ik a t i t t  d e f in i á l j u k  még p e d ig  
a KOER nevű k ö rö n  az A ( x - t e n g e l ly e l  b e z á r t )  szöghöz /p o lá r s z ö g /
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t a r to z ó  p o n tk é n t .  A d e f i n í c i ó t  z á r ó je lb e  k e l l  t e n n i ,  ha az nem 
ö n á lló a n  s z e r e p e l ,  egy m ondatkén t.
A 4 /  a l a t t i  E2 egyenes a KOER k ö r В szöghöz ta r to z ó  p o n tjá n  
átmenő C irá n y szö g ü  eg y en e s . Az EGYN eg y en es  átmegy azon az S- 
nek e ln e v e z e t t  p o n to n , amely E 1 é s  E 2 egyeneseknek  i s  m e tszé s­
p o n t ja  /ШТОР/  é s  jo b b ró l  é r i n t i  /RIGHT. TANTO/  a KOER k ö r t .  A 
6 /  a l a t t i  K2 nevű k ö r  az EGYN és  E2 eg yenesek  eg y ik  közös é r i n ­
t ő j e  R2 s u g á r r a l  m égpedig a z , am elyik  EGYN-től a nagyobb Y é r t é ­
kek  /YLARGE/  é s  E 2 - tő l  a k is e b b  Y é r té k e k  /YSMALL/ f e l é  e s i k .  
Végül az ERIN eg y en es  a k é t  k ö r közös é r i n t ő j e  mégpedig KOER-től 
a K2 f e lé  nézve m indkét k ö r t  b a l r ó l  é r i n t i  /LEFT. ТАНТО/.
Ъ/ S zerszám - é s  egyéb d e f in íc ió k .  Vannak n y e lv ek , ah o l a 
szerszám okat s z ig o rú a n  m e g h a tá ro z o tt módon a program  e le j é n  k e l l  
d e f i n i á l n i  é s  m egszám ozni, amely szám okkal később az egyes s z e r ­
számokra l e h e t  h iv a tk o z n i .  Más n y e lv e k n é l a szerszám okat o t t  
d e f in i á l j á k ,  a h o l a program ban h a s z n á la tb a v é te lé r e  s o r  k e r ü l .
Az APT re n d sz e rb e n  i s  az u tó b b i m ó d szert k ö v e t ik .  A sze rszám - 
d e f in iá ló  m ondatban m egadjuk a szerszám  m indazon lé n y eg e s  ada­
t a i t ,  amelyek az APT szám ológép s z á m ítá s a in a k  b iz to s í tá s á h o z  
é s  a p o s tp ro c e s s o r  r é s z é r e  szü k sé g esek . P l . :  CUTTER /d ,  r  a z t  
j e l e n t i ,  hogy a szerszám  egy r  s u g á r r a l  l e k e r e k í t e t t  é lű  d á t ­
m érőjű h en g e res  m aró.
A szerszám okon k ív ü l  a program  e l e j é n  d e f i n i á l n i  k e l l  a 
g e o m e tr ia i t ű r é s t ,  am ely a görbék eg y en esszak aszo k k a l v a ló  kö­
z e l í t é s e  közben  még m egengedhető, az e l ő t o l á s  s e b e s s é g é t ,  a hű­
t é s  m ódját s t b .  Ezek a d e f in íc ió k  m indaddig  é rv én y esek , amig 
nem v á l to z t a t j u k  meg. P l . :  a SPINÜL /  1800, RFM, LOW d e f in í c ió ­
v a l  /m ely  u t a s í t á s  i s  az o rs ó fo rg á s  e l i n d í t á s á r a /  m e g h a tá ro z o tt 
1800 f o r d u la t  p ro  p e rc e s  /RPM/ fo rd u la ts z á m , mely az a lac so n y  
/LOW/f o r d u l a t  szám tartom ányba e s ik ,  m indadd ig  é rv é n y e s , amig 
más hason ló  e l ő í r á s ,  vagy SPINDL /  OFF (o r s ó fo rg á s  l e á l l í t á s a )
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e l ő í r á s  e lő  nem f o r d u l t .  A m ondatoknak i ly e n  t íp u sá h o z  s o r o l ­
h a t ju k  még a m unkadarab é s  a szerszám gép  a zo n o s ítá sá h o z  szük­
séges ad a to k  é s  a REMARK m egjegyzések m egadását} v a la m in t a 
szám o lás, vagy mozgás m ó d já ra , vagy m e g sz a k ítá sá ra  s z o lg á ló  
u ta s í t á s o k a t  ( STOP. BELAY. END. Ш 1 . CUT. DNTCUT. MULT AX.
2DCAIC . 3DCAIC . s t b . )
с /  M ozgási u t a s í t á s o k .  Á m unkadarabprogram  nagy r é s z é t  k é ­
p e z ik  á l t a l á b a n  azok az u ta s í t á s o k ,  am elyek té n y le g e s e n  a s z e r ­
szám m ozgását / i r á n y á t ,  s o r r e n d jé t ,  s t b . /  í r j á k  e lő  a g eo m etri­
a i l a g  d e f i n i á l t  m unkadarab m entén, hogy a k ív á n t me gm unkálások 
m eg v a ló su lja n a k . Sok n y e lv n é l az i ly e n  u ta s í t á s o k a t  m eg szak ít­
j á k ,  vagy t e l j e s e n  egybeépülnek  azo k k a l a g e o m e tr ia i d e f i n í c i ­
ó k , vagy egyéb u ta s í t á s o k  / p l .  a r i t m e t i k a i  szá m ítá so k , l o g i k a i t  
^  d ö n té se k , s t b . / .  A n y e lv  ( i l l .  p rogram ) b o n y o lu lts á g á tó l  
fü g g , hogy e g y e t le n  m ozgási u t a s í t á s s a l  m ily en  ö s s z e t e t t  é s  
k o m p lik á lt  m o z g ásso ro z a to t l e h e t  k i v á l t a n i .  P l .  az AUTOSPOT-nál 
eg y en esszak asz  m en ti e g y e n le te s  m ozgásokat, az APT I I - n é l  t é r ­
g ö rb eszak aszo k  m en ti m ozgásokat é s  p l .  az AUTOEROMT-nál f e l ü l e ­
t i  ta rtom ányok  s z is z te m a tik u s  b e já r á s á t  l e h e t  e g y e t le n  mondat­
t a l  e l ő í r n i .  T e rm észe tesen  az e l ő i r t  u t a t  é s  h a t á r a i t  e g y é r te l ­
műen k e l l  megadnunk.
Az APT I l l - b a n  t i p ik u s  m ozgási u t a s í t á s o k a t  so ro lu n k  f e l .
00) FROM /РТ
ШРШУ /  VEK
GO/TO, LAP
E három u t a s í t á s  a m ozgási u t a s í t á s o k  e ls ő  három u t a s í t á ­
sa k é n t fo r d u lh a t  e l ő ,  é s  p o z ic io n á lá s r a  é s  e l i n d í t á s r a  s z o lg á i.. 
A zt j e l e n t i ,  hogy FT /e lő z ő le g  m e g a d o tt/ p o n tb ó l e l in d u lv a  VEK 
/e lő z ő le g  d e f i n i á l t /  v e k to r  irán y áb an  m enjen  (GO), a d d ig  mig a 
szerszám  é r in tk e z é s b e  nem k e rü l  a LAP /e lő z ő le g  d e f i n i á l t /  f e ­
l ü l e t t e l *  Hasonló e l i n d í t ó  u ta s í t á s s o r o z a to k  még;
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01) PROM /РТ 1 
ШРШР /РТ 2
GO /  OFFSET. РШГ
am ely a z t  j e l e n t i , hogy РГ 1 p o n tb ó l  a sze rszám  menjen eg y en es  
vonalban  abba a h e ly z e tb e ,  amig a FLLT f e l ü l e t e t  nem é r i n t i  a 
PT 1 , PT 2 sz a k a sz n a k  a f e l ü l e t t e l  v a ló  m e ts z é s p o n t já n á l .
02) FROM /  PT
GO /  TO, F 1 ,  ON, F 2 , PAST. F 3
ami a z t  j e l e n t i ,  hogy PT p o n tb ó l a le g rö v id e b b  u tón  o ly a n  h e ly ­
z e tb e  menjen a sze rszám , hogy az F l ,  F 2 é s  F 3 f e l ü l e t e k  met­
szé sp o n tjáb a n  /h a  i ly e n  n in c s ,  h i b a j e l z é s ! /  az F 1 f e l ü l e t e t  
é r in t s e  az in n e n ső  /FT f e l ö l i /  o ld a lo n  /Т О /, az F 2 f e l ü l e t  n o r­
m á lis a  e ssen  egybe a s z e r s z á m te n g e l ly e l ,  az  F 3 f e l ü l e t e t  p ed ig  
é r i n t s e  a t ú l s ó  o l d a l r ó l .  Ez a le g s p e c iá l i s a b b  h e ly m eg h atá ro zá ­
sok egyike az APT I l l á b a n .  G e o m e tr ia ila g  3x3x3=27 t é r b e l i  h e ly ­
z e t  k é p z e lh e tő  e l .  M ivel azonban a sze rszú m ten g e ly  a m unkadarab 
f e l ü l e t é r e  A ö z e l i t ő l e g /  m erő leg esen  k e l l  le g y e n , e z é r t  ahhoz 
c sa k  TO e l ő i r á s  le h e ts é g e s  é s  ig y  az ö s sz e s  le h e tő sé g  9 - r e  csök­
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05) FROM /РТ 1
GODITA /  X 1 , X I, Z1
04) GOTO /РР2
I t t  a 05 u t a s í t á s  u tá n  eg y sze rű en  X 1 , T 1 é s  Z I  k o o rd in á ta é r ­
ték ek n ek  m e g fe le lő  /növekm ényes/ e lm o zd u lás  t ö r t é n i k ,  a 0 4 )-n é l  
p e d ig  a p i l l a n a t n y i  / á l l ó ! /  h e ly z e tb ő l  a PT2 p o n tb a  tö rtém ő  e l ­
m ozdulás ( é s  o t t  m e g á llá s ) t ö r t é n i k .
10) GORGT /  GOERBE
Az e lő z ő  mozgáshoz k é p e s t  jo b b ra  kanyarodva a GOERBE v o n a l m entén 
a kö v e tk ező  u t a s i t á s b e l i  g ö rb év e l v a ló  m e ts z é sp o n tig . Az ehhez h a ­
so n ló  u ta s í t á s o k  fo ly a m a to s  m ozgatásra  s z o lg á ln a k .
20) GO U T  /GOERBE, PAST. HATAAR
Az e lő z ő  mozgáshoz k é p e s t  b a l r a  kanyarodva a GOERBE m entén, amíg 
a HATAAR v o n a l la l  v a ló  m e tszé s  p o n tn á l a sze rszám  éppen tú lm egy 
( PAST) a HATAAR-on.
Ш  egy m ozgásso rozat b e fe je z é s é re  s z o lg á l .
Az e m l í t e t t  három m o n d a ttip u so k o n , i l l e t v e  k i je le n té s t ip u s o k o n  
k iv ü l  sok n y e lv en  még egyéb k i j e l e n té s e k  i s  m eg en g ed e ttek . P l .  
a r i tm e t ik a i  k i f e j e z é s e k ,  i l l e t v e  é r té k a d ó  u t a s i t á s o k ,  c ik lu s o k , 
ö s s z e t e t t  u t a s i t á s o k ,  f e l t é t e l e s  és  v e z é r lé s á ta d ó  u t a s í t á s o k .  Az 
APT I l l - b a n  p é ld á u l  még a köve tkezők  h a sz n á lh a tó k :
d /  Egyéb u t a s i t á s o k .  A le g fo n to sa b b  t a l á n  az u .n .  m a k ro -u ta -  
s i t á s  le h e tő s é g e ,  am ely tö b b  nyelvben  i s  b i z t o s í t o t t .  P l .  a
MENET = MACRO /  P 1 ,  P2, . . .
( u ta s i t á s o k )
TERMAC
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u ta s í t á s s o r o z a t  egy MENET nevű ö s s z e t e t t  u t a s í t á s ,  am elynek P 1 ,
P 2 , s t b .  m egadott j e l z é s ű  p a ra m é te re i  vannak .
A d e f in íc ió  u tá n  a  makro u t a s í t á s
CALL /  MENET, P 1 = A, P 2 » B, ..........
form ában a k á rh o l é s  a k á rh án y szo r h ív h a tó  é s  a v é g r e h a j tá s  P 1 = A, 
P 2 = B, s t b .  é r té k e k k e l  t ö r t é n i k .  Az a lá b b i  u t a s í t á s s o r o z a t  egy 
c l k l u s u t a s i t á s  az APT I l l - b a n  *
LOOPST
IND) CALL /  MENET, P 1  = A, P 2  = B 
D?(MAX-B) VEEGE, VEEGE, TOVAABB 
TOVAABB) A = A + . 6 
В s  В + . 6  
JUMPTO /  IND 
VEEGE) GO ТО /  HAZA 
LOOPND
ez az u t a s í t á s  p é ld á z z a  az APT I l l - b a n  a f e l t é t e l e s  á t i r á n y í t ó  
( I P ) ,  az é r té k a d ó  (A=A+.6) é s  f e l t é t l e n  v e z é rá ta d ó  ( JUMPTO) u ta ­
s í t á s o k a t  i s .  ▲ LOOPST (lo o p  s t a r t )  é s  LOOPND (lo o p  end) monda­
to k  csupán  a c ik lu s  e l e j é t  é s  v é g é t je lz ik ,e g y é b k é n t  h a t á s t a l a ­
nok .
A s z ó t á r i  szav ak  á l t a l á b a n  egy , vagy k é t  k ö zö n ség es  szó r ö ­
v id í té s é b ő l  á l l n a k ,  amelyek m egkönny itik  azok m eg jeg y zésé t és 
h a s z n á la tá t .  E z é r t  a szerszám gépprogram ozó sz im b o lik u s  ny e lv ek  
s z in t e  te rm é s z e te s  k ib ő v í té s k é n t  h a tn ak  azok szám ára , a k ik  egyéb­
k é n t  a m u n k ad arab te rv ezés , de kü lönösen  p rogram ozás t e r ü l e t é n  j á ­
r a to s a k  /m nem otechnikai s z ó k é p z é s / .  T e rm észe tesen  a n y e lv ek  a 
g y á rtó  o rszág  n y e lv é re  é p ü ln e k . így  n a p ja in k b an  a n y e lv ek  majdnem 
k iz á r ó la g  a n g o l-s z e rű  s z ó tá r a k a t  ta r ta lm a z n a k .
Az a z o n o s ító k n á l á l t a l á b a n  k o r lá to z v a  van  azok h o ssz a  / ö t ,  
vagy h a t  b e tű  i l l .  szám / é s  k i  vannak z á rv a  a n y e lv  k ü lö n le g e s  
j e l e i .  P l .  az APT I l l - b a n  bárm ely , l e g f e l j e b b  h a t  b e tű b ő l é s
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számból á l l ó  j e l s o r o z a t  l e h e t  a z o n o s í tó ,  k iv év e  a s z ó t á r i  sz a v a ­
k a t  /m elyek  i t t  s z in té n  e le g e t  te sz n e k  e k o r lá to z á s n a k / .  Az 
AUTOFROMT n y e lv b en  azonban n in c s  k o r lá to z v a  az a z o n o s ító k  h o s s z a .
Az APT I I I  ny e lv éb en  p l .  le h e tő s é g  v an  a s z ó t á r i  szavak  s z in o ­
n im áinak  d e f in iá lá s á r a  i s .  I t t ,  ha eg y  s z ó t á r i  szó  a  program ban 
ig en  so k sz o r  s z e re p e ln e  é s  n eh ézk es , vagy egy m ásik  s z ó t  k i f e j e ­
zőbbnek ta r ta n á n k ,  akko r mód van bárm ely  a z o n o s í tó t  h a s z n á ln i  h e ­
l y e t t e .  P l .  a
SYN /  ÉR, TANTO. METSZ, CROSS. PÁRH, PARLEL
mondat a z t  j e l e n t i ,  hogy a program ban a to v áb b iak b an  a TARTÓ 
( ta n g e n t  to = é r in tő )  h e l y e t t  ÉR, a CROSS (m etsző) h e l y e t t  METSZ 
é s  a PARLEL (p a r a lle l= p á rh u zam o s) h e l y e t t  PÁRH h a s z n á lh a tó .
A program ozó p rogram .
Bármely em ber-szám ológép-szerszám gép re n d s z e r  működésének 
f e l t é t e l e  a szám ológépre m e g ir t  m e g fe le lő  p rogram . T e k in tv e , hogy 
az ember a m unkadarabot v a lam ily en  / s z im b o l ik u s /  n y e lv en  Í r j a  l e  
é s  a szerszám gép az u t a s í t á s o k a t  v a lam ely  más n y e lv en  " é r t i  meg", 
a szám ológépet f e l f o g h a t ju k ,  m in t to lm á c s o t ,  a k i  f o r d í t  az ember 
h a s z n á l ta  n y e lv rő l  a szerszám gép " h a s z n á l ta "  n y e lv re .  A szám oló­
gép e f e l a d a t á t  egy  program  ré v é n  képes b e t ö l t e n i ,  am elyet p ro g ­
ramozó program nak, vagy f o r d í t ó  program nak n ev ezh e tü n k .
A program ozó p rogram okat á l t a lá b a n  f u n k c io n á l is a n  különböző 
ré s z e k re  o s z t j á k ,  m elyek sok e se tb e n  id ő b en  i s  egymás u tá n  " f u t ­
nak" a szám ológépen é s  f e lh a s z n á l já k  egymás e re d m é n y e it. Ennek 
oka tö b b f é le :
1) A t e l j e s  program  á l t a l á b a n  nagy te r je d e lm ű  le n n e ,  mely 
a szám ológépek k o r l á t o z o t t  o p e r a t iv  m em óriája  k ö v e tk ez té b en  nem
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f é rn e  e l  a memóriában»
2) Az igények  v á l t o z a t a i  e s e té b e n  a p rogram  ré s z e n k é n t  c s e ­
r é l h e t ő ,  vagy f e j l e s z t h e t ő ,  b ő v í th e tő .
3 ) E ro g ram o zástech n ik a i okok:
a) R észen k én t á l ta lá n o s a b b a n  i r h a tó  meg é s  más c é l r a  i s  
h a s z n á lh a tó .
b) Nagyobb a sz im b o lik u s  p rogram elvek  (ALGOL, FORTRAN) 
h a s z n á lh a t  ó ság a•
c) Könnyebb a m e g írá s , k ip r ó b á lá s ,  e l le n ő r z é s  é s  j a v i t á s .
Az APT r e n d s z e rn é l  már u ta l tu n k  a r r a ,  hogy a program  fő  r é ­
s z é t  egy " s z im u lá c ió s  APT szám ológép" k é p e z i ,  amely tu la jd o n k é p e n  
num erikusán k ó d o l t  b o n y o lu lt  s z á m ítá s i  és  m ozgási u ta s í t á s o k a t  
é r te lm e z , és  " b o n t l e "  eg y sz e rű  m ozgási lé p é s e k e t  l e i r ó  u t a s í t á ­
so k k á , v a lam in t néhány egyéb in fo rm á c ió t é p i t  be m e g fe le lő  h e ly ek ­
r e  a  mozgási u t a s í t á s o k  k ö z é . Az APT szám ológép m e l l e t t  azonban 
az APT re n d s z e r  ta r ta lm a z  még egy t r a n s l a t o r t  é s  p re p o c e s s o r t  
( f o r d í tó  és  e lő fe ld o lg o z ó  p ro g ram ), amely az APT szám ológép e l ő t t  
"működik" é s  a k ö v e tk e z ő t v é g z i :
a) A t r a n s l a t o r  a sz im b o lik u s  APT-nyelven m e g ir t  program  
u t a s í t á s a i t  á tk ó d o l ja  num erikus u ta s í tá s o k k á  é s  az ö s s z e t e t t  u ta ­
s í t á s o k a t  (m akrók, c ik lu s u t a s i t á s o k ,  s t b . )  le b o n t ja  a l a p u t a s i t á -  
sok s o r o z a tá r a .
b) A p re p ro c e s s o r  m egold ja  a d e f in íc ió k b a n  e lő fo rd u ló  geo­
m e tr ia i  f e la d a to k a t  é s  az e lő fo rd u ló  g e o m e tr ia i  e lem ek e t kan o n i­
k u s  formában f e je z i  k i .
Az APT szám ológép u ta s í t á s a ib a n  már m inden g e o m e tr ia i  elem­
nek kanonikus form ában k e l l  e lő f o r d u ln ia .  A k anon ikus fo rm át t u ­
la jd o n k ép p en  az d e f i n i á l j a ,  hogy m ilyen  p a ra m é te re k k e l k e l l  a 
s z im u lác ió s  szám ológép r é s z é r e  e l ő á l l í t a n i .  P é ld á u l egy k ö r t  az 
APT nyelvben  tö b b fé le k é p p e n  l e h e t  d e f i n i á l n i :
-  31 -
k ö z é p p o n tjá v a l é s  su g a rá v a l
k ö z é p p o n tjá v a l é s  é r i n t ő  e g y e n e sé v e l, vagy k ö ré v e l  
k é t  é r i n t ő  e g y e n e sé v e l, vagy k ö ré v e l éa  s u g a r á v a l ,  s tb .
de az APT szám ológép szám ára m indig (X, Y, R) a lak b a n  k e l l  megad­
n i ,  a h o l az e l s ő  k é t  szám a középpont k o o r d in á tá i ,  a harm adik a 
s u g á r .
Azt i s  e m l i te t tü k  m ár, hogy az APT szám ológép "k im en e té t"  
e g y e tle n  k o n k ré t szerszám gép sem tu d ja  m e g é r te n i , t e h á t  a k i ­
a d o t t ,  l e f o r d i t o t r t  é s  e lem i lé p é s e k re  b o n to t t  p rogram  nem a lk a l ­
mas sem m ilyen szerszám gép k ö z v e tle n  v e z é r l é s é r e .  Ugyanakkor a p ro ­
d u k á lt  program  o ly a n , hogy v is z o n y la g  e g y sze rű en  f o r d í th a t ó  b á r­
m ely k o n k ré t szerszám gép n y e lv é re  (a  szerszám gépek m e g h a tá ro z o tt 
k a te g ó r iá já b a n  te rm é s z e te s e n ) .  E z t a f o r d i t á s t  é s  a v e z é r lő  p ro g ­
ram e l k é s z í t é s é t  minden k o n k ré t sze rszám g ép re , vagy azok  m egadott 
v á la s z té k á n  b e lü l  b á rm e ly ik re  egy k ü lö n  program , u .n .  p o s tp ro c e s ­
s o r  (u tó fe ld o lg o z ó )  v é g z i .  T ehá t p l .  ha a p ro g ram o zo tt szerszám ­
gépek l i s t á j a  egy g ép p el b ő v ü l, e lé g  a p o s tp r o c e s s o r t  (ha egy ö s z -  
szev o n t van) k i e g é s z í t e n i ,  vagy azok s o r o z a tá t  (ha  m inden géphez 
m ásik van) k ib ő v í t e n i .  Az egész  p ro g ram ren d sze r tö b b i  elem e v á l ­
to z a t l a n  m arad.
Á lta lá b a n  a p o s tp r o c e s s o r t  m egelőző p ro g ra m ré sz t p ro c e s s o r -  
nak i s  n e v e z ik , de néha c sak  az APT szám o ló g ép e t, vagy a z z a l ana­
ló g  f e l a d a tú  p ro g ra m ré sz t n ev ez ik  p ro c e s s o rn a k . A k ü lö n fé le  p rog­
ram részek  r e n d s z e r in t  egymás u tán  működnek, de majdnem k i v é t e l  
n é lk ü l  k ü lö n  működik a p o s tp ro c e s s o r  r é s z .  T erm észe tesen  ism e re te ­
sek  s p e c i á l i s  eg y ed i -programok i s ,  am elyek egy a d o t t  program ozó 
n y e lv rő l  egy a d o t t  szám ológépen egy a d o t t  szerszám gépre  f o r d í t a ­
n ak . Ezek t a l á n  az a d o t t  r e lá c ió b a n  so k k a l gazdaságosabbak  (k ise b b  
a fo rd itó p ro g ra m  és  gyorsabban  f o r d i t )  , e z z e l  szemben t e l j e s e n  
s p e c i f ik u s a k .  A tö re k v é s  á l t a lá b a n  e d d ig  az á l ta lá n o s a b b  program - 
re n d s z e re k  k é s z í té s e  v o l t ,  s ő t  azoknak m iné l inkább u n iv e r z á l i s  
szám ológép-program ozó n y e lv en  v a ló  m e g irá sa . P l .  az APT re n d s z e r
-  32 -
le g fő b b  r é s z e i  t e l j e s e n  FORTRAN n y e lv en  i s  meg vannak Í r v a .
Bárhogyan é s  bárm ely  szám ológépre t ö r t é n j é k  i s  a program  
m e g írá sa , a munka nagysága é s  b o n y o lu lts á g a  k o m p lik á lta b b  p ro g ­
ramozó re n d s z e re k n é l  v e te k s z ik  egy ALGOL-fo r d i t óprogram  m eg írá sá ­
v a l .  A NSz-ek E S z-e l tö r t é n ő  program ozása á l t a l á b a n  le g a lá b b  kö­
z e p e s  nagyságú szám ológépet ig é n y e l é s  egy program ozó program  
e lk é s z í t é s e  nagy e r ő f e s z í t é s t  egy k o l l e k t ív a  r é s z é r ő l ,  m elynek 
tev ék en y  t a g j a  k e l l  leg y en  e le n g e d h e te t le n ü l  egy  m űszaki szakem­
b e r ,  vagy számos szerszám gép-program ozó , fo rd ító p ro g ra m  k é s z í t é s ­
ben j á r a to s  m atem atikusok é s  a szám ológép k ö z v e tle n  k i s z o lg á ló i  
é s  h a s z n á ló i .  A fo rd ító p ro g ra m  k é s z í tő in e k  á t  k e l l  t e k in t e n i  a 
le h e ts é g e s  e lő fo rd u ló  m unkadarabok, m egm unkálási módok, szerszám ­
g ép fu n k c ió k , sze rszá m g é p -k o n s tru k c ió k  é s  sze rszám g ép ! kódok s z é ­
l e s  s k á l á j á t ,  hogy egy ném iképp á l t a l á n o s ,  m egbízható  é s  a b e fek ­
t e t e t t  m unkával a rán y o s h a sz o n n a l h a sz n á lh a tó  fo rd itó -p ro g ra m -  
r e n d s z e r t  a lk o th a ss a n a k  meg. F e l t é t l e n ü l  nagy m ennyiségű szám oló­
g ép ! üzem időt k e l l  b i z t o s í t a n i  a munkához és  a v a ló s z ín ű le g  n é l ­
k ü lö z h e te t le n  a szerszám gépek  tö b b é -k ev ésb é  s z é le s  s k á lá já b ó l  a 
j e l l e g z e t e s  é s  s z é ls ő s é g e s  példányok  r e p r e z e n tá lá s a  é s  k í s é r l e t i  
p rogram okkal azok m ű k ö d te té s i le h e tő sé g é n e k  b i z t o s í t á s a .
ügy szám ológép é s  eg y  szerszám gép e s e té n  csupán egy eg y ed i 
program ot l e h e t  k é s z í t e n i ,  amely nem m inden körülm ények k ö z ö tt  
f e l e l  meg a c é ln a k . H an g sú ly o zh a tju k  a z t  a té n y t  i s ,  hogy sokan 
v i t a t j á k  u n iv e r z á l i s  szerszám gépprogram ozó re n d s z e re k  k i f e j l e s z ­
té s é n e k  e red m én y esség é t é s  g a z d a sá g o s sá g á t. H e ly e ttü k  az egyed i 
program ozó r e n d s z e r e k e t ,  m inden szerszám géphez k ü lö n  m e g ír t  p ro g ­
ram okat é s  n y e lv e k e t t a r t a n a k  h aszn o sn ak . S z e r in tü k  az APT kon­
cep c ió  é s  a tö b b i  u n iv e r z á l i s  re n d sz e re k  nem v á l t o t t á k  be a hoz­
z á ju k  f ű z ö t t  rem ényeket é s  hasznuk nem á l l  a rányban  k id o lg o z á s i  
k ö l t s é g e ik k e l . 3^
зс/ F.A . P e te r s :  A sim ple  h an d le  f o r  a s im ple  t o o l .  The Computer 
B u l le t in  June 1965.
A számológépéé programozás p ersp ek tívá i
Az e lő ző k b en  több  h e ly e n  u ta l tu n k  már a r r a ,  hogy az ESz f e l -  
h a sz n á lá s a  a NSz-ek ü z e m e lte té sé b e n  nem z á r u l  l e  a z z a l ,  hogy a 
NSz-ek program ozásának  s z im b o l iz á lá s á t , i l l e t v e  a munkadarabok 
szerszám góp i p rog ram ja  e lk é s z í té s é n e k  a u tó m a tiz á lá s á t  le h e tő v é  
te s z ik *
A szám ológépek f e lh a s z n á lá s a  a t e l j e s  a lk a t r é s z g y á r tá s , s ő t  
a t e r v e z é s s e l  j á r ó  munkák nagy ré sz é n e k  t e l j e s  a u to m a tiz á lá s á t  is  
le h e tő v é  t e s z i*
Ma még n a g y ré s z t  a szám ológépeken o ly a n  program okat h a sz n á l­
nak s z é le se b b  g y a k o r la tb a n , am elyek a k é s z ,  v é g leg e s  m e g te rv e z e tt  
a lk a t r é s z ,  munkadarab k o m p le tt ,  s z im b o lik u s  n y e lv en  l e i r t  é s  in ­
fo rm ációhordozón  k ó d o lt  p ro g ra m já t k ö v e te l ik  meg.
A program oknak ta r ta lm a z n io k  k e l l  a f e lh a s z n á l t  szerszám gép­
r e ,  a sze rszám o k ra , e lő to lá s o k r a ,  egyéb seg é d fu n k c ió k ra  v a ló  u ta ­
l á s t  i s ,  m e g fe le lő en  ütem ezve é s  m eg lehetősen  s z ig o rú  szab á ly o k  
s z e r i n t .
Mi a z ,  am elyet a szám ológép még eb b ő l a munkából az em bertő l 
á tv e h e t?  Amely ré v é n  az em bert az AFT-vel k a p c so la tb a n  már em lí­
t e t t  b) te v é k e n y sé g i s z in te n  t é t e l e z h e t j ü k  f e l  az em ber-szám oló- 
g é p -sz e r számgép e g y ü tte sb e n ?  E z t t a l á n  a következőkben  f o g la lh a t ­
ju k  ö s sz e :
1) Az em bert m e n te s í te n i  a p ro g r a m ír á s tó l  é s  k ó d o lá s s a l  j á r ó  ma­
n u á l i s  m unkától*
2) M e n te s íte n i m agátó l a program nak a m e g sz e rk e sz té sé tő l a megha­
t á r o z o t t  m űszaki é s  te c h n o ló g ia i  ad a to k  a la p já n  (p l*  m űszaki 
r a j z  é s  te c h n o ló g ia i  követelm ények a la p já n  b izonyos le h e tő s é ­
gek f e lk in á l á s a  m e l l e t t )  a szerszám gép , szerszám  é s  n y e rsan y a ­
gok t e k in te té b e n .
3) A k ü lö n fé le  m ego ldási le h e tő s é g e k  k özü l az o p t im á l is ,  vagy 
eg yedü l h e ly e s  m egoldások k iv á l a s z t á s a .  P l .  a le h e t s é g e s  s z e r -
-  34 -
számgépek, szerszám ok , h ü tő an y ag o k , s t b .  k ö zü l a m eg fe le lő k  
k i v á l a s z t á s a ,  a m eg fe le lő  követelm ények  megadása u tá n  a geo­
m e t r ia i  t ű r é s e k ,  e s e t l e g  a munkadarab a lapanyagának  k iv á la s z ­
t á s a ,  a megmunkálások fo k o z a ta in a k  é s  s o rre n d jé n e k  ö s s z e á l l í ­
t á s a ,  s t b .
4 ) A munkadarab t e r v e z é s s e l ,  k o n s t r u á lá s s a l  j á r ó  s z á m ítá s i  és 
m é r le g e lé s i ,  v a lam in t p r e c i z i r o z á s i  munkák, továbbá  á tm e n e ti 
te rv e k  k ü lö n fé le  módokon v a ló  s z e m lé lte té s é n e k  e lv é g z é s e .
5 ) Végül " a lk o tó "  közrem űködés a te rv e z é s b e n  a z á l t a l ,  hogy e l ­
k é p z e lé s e k e t  e lem ez, i n t e r p r e t á l ,  vagy " k r i t i z á l "  é s  "vélem é­
n y ek et"  k ö z ö l ,  vagy " e l l e n j a v a s l a to k a t  te s z "  az ember á l t a l  
s z o l g á l t a t o t t  te r v v e l ,  vagy  e lk é p z e lé s s e l  k a p c s o la tb a n .
Az elm ondo tt fu n k c ió k  egy té n y le g e s  re n d sz e rb e n  f o r d í t o t t  s o r re n d ­
ben já ts z ó d n a k  l e ,  he e g y á l t a lá n  a szám ológép v é g z i a z o k a t: e lő ­
s z ö r  az 3) é s  4 )  fu n k c ió , m ajd a 3) é s  v ég ü l a 2) é s  1) fu n k c ió .
Az 5) é s  4 ) fu n k c ió k  az em ber a k t iv  közrem űködése é s  b e fo ly á sa  
a l a t t  fo ly n a k , Így  a zo k ró l f e l t é t l e n ü l  t á j é k o z o t t .  A 3) fu n k c ió  
eredm ényérő l c é ls z e r ű ,  ha tá jé k o z ó d ik  é s  a le h e tő s é g e t  e r r e  b iz ­
t o s í t a n i  k e l l .  A 2) és  1) fu n k c ió  az em b ert, a t e r v e z ő t  tu la jd o n ­
képpen már ugyanúgy nem é r d e k l i ,  m in t ahogy egy mai r e n d s z e rn é l  
maga a szám ológép i f o r d í t á s  l e f o ly á s a  nem é r d e k l i  a munkadarab­
p ro g ram o zó t.
T erm észe tesen  az e l l e n ő r z é s i  le h e tő s é g e t  az em ber szám ára 
a fo n to sab b  lé p é s e k n é l b i z t o s í t a n i  k e l l  a most f e l v á z o l t  tö k é ­
le te s e b b  re n d s z e rn é l  ugyanúgy, m in t a mai program ozó program ok­
n á l .  Ennek c é l j a  fő k é n t az e s e t le g e s  h ib á k  időben  tö r t é n ő  f e ld e ­
r í t é s e  éa a szü k ség es  k ö z b e lé p é s  le h e tő sé g é n e k  b i z t o s í t á s a ,  
hogy a h i b á t ,  ha már f e l l é p e t t ,  m in é l "o lcsó b b an  f iz e s s ü k  meg", 
vagy k ü szö b ö lh essü k  k i .
A már ma működő re n d s z e re k n é l  m indennapos a ra jz o ló g é p  vagy 
fényernyő  é s  m eg fe le lő  p ro g ram , am ely a p ro g ram o zo tt munkadarab 
k iv á n t  r é s z le té n e k  (vagy  az egésznek ) k ív á n t  m ére tb en  é s  n é z ő -
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p o n tb ó l v a ló  m e g je le n í té s é t  b i z t o s í t j a  v i z u á l i s a n .  K ívánságra  
a szám ológép le h e tő v é  t e s z i  a sze rszám  u tjá n a k  v é g ig k ö v e té s é t  
a munkadarab m entén a m egm unkáláskor, m ie lő t t  a k á r  a munkadarab 
k o n k ré t szerszám gépre  s z e r k e s z t e t t  p ro g ram ja  e l k é s z ü l t  v o ln a , 
de m in d en ese tre  m ie lő t t  a sze rszám g ép et ü z e m e lte t tü k  v o ln a  a 
szób an fo rg ó  munkadarab e lk é s z í té s e  é rd e k éb e n . £z a m ódszer á l ­
ta lá b a n  gazd aság o sab b , m in t a szerszám gép p ró b a ü z e m e lte té se  a 
kész program m al ( p l .  p o llu re tá n h a b  m egm unkálásával), m ert a s z á ­
mológép p e r i f é r i á l i s  b e re n d e z é se i g y o rsabba»  é s  o lc só b b a n  üzem el­
nek .
A ma meglévő program ozó program ok i s  ta r ta lm a z n a k  már u .n .  
d ia g n o sz ta  r é s z t ,  am ely a program  tö b b i  ré s z é n e k  m űködésével 
párhuzam osan á lla n d ó  e l le n ő r z é s e k e t  végez és  " j e l e n t é s e k e t ” , j e l ­
z é se k e t k ö z ö l, szü k ség  e s e té n  v é sz -  vagy h i b a j e l z é s t  ad é s  le  
i s  á l l i t j a  a program  to v á b b i f u t á s á t .
T e rm észe te s , hogy mind a s z e m lé l te tő  program , mind a d iag ­
n o sz ta  program  h a tá s k ö r é t  és m űködését k i  k e l l  t e r j e s z t e n i  az 
egész re n d s z e r  f e j l e s z t é s é v e l  párhuzam osan . A k é t  program  s z e r e ­
pe k e v e re d h e t é s  a k é t  program  egybe i s  o lv a d h a t ,  h is z e n  fő  s z e ­
rep e  tu la jd o n k é p p en  az ember t á j é k o z t a t á s a :  a k á r  az ember k ö z v e t­
le n ,  vagy k ö z v e te t t  k é rd é sé re  v á la s z o lv a  ( é r t é k e lé s e k ,  v á la s z tá ­
sok , f e l t é t e l e k  k ö z lé s e ) ,  a k á r p e d ig  r e n d k iv ü l i  h e ly z e te k  vagy 
h ib á k , té v e d é s e k , e s e t l e g  üzem zavar vagy m a tem a tik a i s z é ls ő sé g e k , 
ab szu rd  h e ly z e te k  j e l z é s é v e l ,  k ö z lé s é v e l .  Az u tó b b iak n ak  f e l t e ­
h e tő en  az egész  re n d s z e r  tö k é le te s e d é s é v e l  párhuzam osan mind r i t ­
kábbaknak k e l l  le n n iü k , ig y  e sze re p  i s  k ise b b  je le n tő sé g ű v é  vá­
l i k .
S z in te  f e l e s l e g e s  e m l i te n i ,  hogy az i ly e n  " tö k é le te s "  re n d ­
sze re k  p ro g ra m ja i c sa k  nagy te l je s i tm é n y ü  E S z-ekre  k é s z í th e tő k  
e l .  Azt azonban h a n g sú ly o z n i k e l l ,  hogy a problém ák nagy  ré sz e  
nem s z o r í tk o z ik  k iz á r ó la g  a szerszám gépek p ro g ram o zására  é s  a 
g y ártan d ó  munkadarabok te r v e z é s é r é  é s  ig y  az egész f e j l e s z t é s t
- j e ­
nem szabad e l s z i g e t e l n i  a szám ológépek egyéb te r ü le te k e n  v a ló  
m ind h a tá so sab b  é s  r a c io n á l i s a b b  fe lh a s z n á lh a tó s á g á n a k  k u ta t á ­
s á t ó l .  T alán  nem i s  szab ad  a v á z o l t  f e j l e s z t é s s e l  k a p c s o la tb a n  
egy  lé p é s t  sem tovább menni a n é lk ü l ,  hogy e lő b b  az e l é r t  e re d ­
m ényeket f e l  ne h a s z n á lju k  m á s u t t ,  v a la m in t meg ne v iz s g á l ju k ,  
hogy a más te r ü le te k e n  e l é r t  eredmények m iképpen h a s z n o s i th a -  
tó k  ezen a t e r ü l e t e n .  G ondoljunk i t t  az IBM szám ológópgyár 
p ro g ra m fe jle s z tő  tö r e k v é s e i r e ,  amely t e l j e s e n  h a so n ló  f e l a d a ­
to k  m egoldására  t e r v e z te  a COGO, a STRESS n y e lv e k e t ,  i l l e t v e  
p ro g ram ren d sze re k e t és ugyancsak  é r d e k e l t  az IIT R I-ben  v é g z e t t  
f e j l e s z té s b e n  az APT r e n d s z e r r e l  k a p c s o la tb a n .
A num erikus v e z é r lé s ű  szerszám gépek gazdaságos program o­
zásának  igénye az MIT-ben f o l y t  f e j l e s z t é s e n ,  az APT re n d s z e r  
f e j l e s z t é s é n  k e r e s z tü l  k é t s é g te le n ü l  e l ő s e g í t e t t e  á l t a l á b a n  
a p ro b lé m a o r ie n tá l t  szám ológépprogram ozó n y e lv e k , s ő t  a sz im - 
b ó lik u s , p r o g r a m - o r ie n tá l t  szám ológépprogram ozó n y e lv ek  f e j l ő ­
d é s é t  i s ,  ma azonban ink áb b  a NSz-ek p rogram ozásának  f e j l e t t ­
sége függ a szám ológépprogram ozó re n d s z e re k  f e j l e s z t é s e  t e r é n  
e l é r t  á l t a l á n o s  e red m én y ek tő l. K é ts é g te le n  azonban, hogy az 
a u to m a tiz á lá sb a n  é s  a szám ológépeknek e c é l r a  tö r t é n ő  f e lh a s z ­
n á lá sáb an  az a lk a t r é s z g y á r tá s n a k ,  a szerszám gépeknek ú t tö r ő  
sze rep  j u t o t t .
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S_u_m_m_a_r_y_
N u m erica lly  c o n t r o l le d  machine to o l  programming; w ith  a
com puter.
N u m erica lly  c o n t r o l le d  m achine to o l s  ap p ea red  in  r e c e n t  
y e a rs  in  Hungary and t h e i r  developm ent and o r g a n is a t io n  o f  
p ro d u c tio n  i s  now under way. In  t h i s  c o n n e c tio n  a ro se  th e  
need  f o r  th e  au to m atio n  o f  th e  program m ing o f  n u m erica l m achine 
t o o l s .  The ex am in a tio n  o f  th e  p roblem  was a ss ig n e d  t o  th e  
Computing C en tre  o f  th e  H ungarian  Academy o f S c iences*
In  th e  p re s e n t  p a p e r  th e  a u th o r  g iv e s  a s h o r t  sy n o p sis  
o f  th e  r e s u l t s  o b ta in e d  in  d i f f e r e n t  p a r t s  o f  th e  w orld  in  
th e  f i e l d  o f  th e  use o f  u n iv e r s a l  d i g i t a l  com puters f o r  th e  
au to m a tic  programming o f  n u m e ric a lly  c o n t r o l le d  machine t o o l s .  
A ris in g  p rob lem s and p r i n c i p l e s  o f  t h e i r  s o lu t io n  a re  
d is c u s s e d .  F u rth e rm o re , th e  a r t i c l e  su rv e y s  th e  developm ent, 
th e  c l a s s i f i c a t i o n  and th e  t r e n d s  o f  f u r t h e r  developm ents 
o f  sym bolic programming sy s tem s .
Egy o p t im á lis  v e z é r l é s i  f e l a d a t  
S z e le z sá n  János
T ek in tsü k  az
p
1) u .^ a a u ^ .  p a ra b o l ik u s  d i f f e r e n c i á l e g y e n le t e t ,  az
2 ) u (x ,0 )  » О X — 0
u ( d , t )  = h ( t )
f e l t é t e l e k  m e l l e t t ,  a h o l a h ( t )  p e r e m f e l té t e l  o ly a n , hogy 
k i e l é g í t i  az :
3) F ( t , h ( t ) , h » ( t ) )  = 4* ( t )
közönséges e lső re n d ű  d i f f e r e n c i á l e g y e n le t e t ,  h (0 )  = 0  f e l t é t e l ­
l e l .
t
Legyen F = £ '■Q ( t )  : ( t )  £  C ; ^ ^  ( t )  = A |
о
F e la d a t :  K eressü k  meg az F halm aznak a z t  az e le m é t, am elyre az 
u ( x , t )  függvény  az (x 0 , t Q) pon tban  minimumot vesz  f e l ,  azaz
J  ( ^ )  = min u (x 0 , t Q)
' f  ( t ) £  F
Ha a ^  ( t )  fü g gvény t v e z é r lő  függvénynek t e k i n t j ü k ,  akkor f e l ­
adatunk  egy s p e c i á l i s  o p t im á l is  v e z é r lé s k é n t  fo g h a tó  f e l .
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Ismeretes, hogy az (l) differenciálegyenlet megoldása az 
adott feltételekkel a





u(x,t) =  ^ H(x,t-*C) h( T ) dT
о
alakban állitható elő, ezért
h
u (x o ' t o ) ■ ) н lx o>t o ' ,^ , d T
0
Tétel:
Tegyük f e l ,  hogy a 3) d i f f e r e n c iá le g y e n le t
h ( t )  = 0 ( t , ^ ( t ) )  m egoldása o ly a n , hogy 0 ^ =  c o n s t> 0 «  
Akkor a f e l a d a t  m ego ldását a
H(x0,t0-t) 0y, (t,y»(t)) « 0
d i f f e r e n c iá le g y e n le t  m egoldásának d e r i v á l t j a  a d ja ,  azaz
f C t )  = y » ( t )
ah o l y ( t )  a f e n t i  d i f f e r e n c iá le g y e n le t  m egoldása az 
y(0)=0, y(tQ) = A. (A C egy integrálási állandó» amely a feltételek­
ből meghatározható*) f e l t é t e l e k  m e l l e t t .
B iz o n y ítá s :
A 3) d i f f e r e n c iá le g y e n le t  m egoldása a f e l t é t e l e k  s z e r i n t  
h ( t )  = 0 ( t ,  ( t ) )
ezért
?»




y(t) =  ^ 4* ( T )d^
о
így y ’ ( t )  = ^ ( t )  és  y (0 )  = 0 , y (a )  = A
te h á t :
‘o
J ( T  ) = J ( y ' ( t ) )  = J H(x0 , t 0 - t )  2 ( t ,  y * ( t ))  d t
0
b
Is m e re te s , hogy a J = ^ F (x ,y ,y * )d x  fu n k c io n á l e s e té n ,  annak
a
szükséges f e l t é t e l e ,  hogy az y (x ) függvény s z é l s ő é r t é k e t  s z o l­
g á l ta s s o n , a z ,  hogy az y (x )  függvény k i e l é g í t s e  az
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E u le r-L ag ran g e  d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e t .
E setünkben  az E u ler-L ag ran g e  e g y e n le t
Я Г  { H(xo* V t )  0y* ( t . y 'C i : ) ) }  = о 
ebbő l
H(x0 , t Q- t )  0y , ( t , y » ( t ) )  « 0
A .f e n t i  d i f f e r e n c iá le g y e n le t  m eg o ld ásáv al (az  y (o )  = 0 , 
y ( t Q) = A f e l t é t e l e k  f ig y e le m b e v é te lé v e l)  megkapjuk az optim á­
l i s  v e z é r lé s  p r im i t iv  fü g g v én y é t: y ( t )  -  t
Ebből ^  ( t )  = y » ( t )
Könnyen b e lá th a tó  a t e t t  f e l t e v é s  m e l l e t t ,  hogy az e lé g sé g e s  
f e l t é t e l  i s  t e l j e s ü l .
b
Ism e re te s  u g y a n is , hogy a J  =  ^ F ( x ,y ,y ’ ) dx fu n k c io n á l
a
e se té n  az e lé g s é g e s  f e l t é t e l  a k ö v e tk ező :
M eg v izsg álju k  az un . J a c o b i - f é le
(E -  -r- F . )  u -  -Д -  (F , , u») = 0  yy dx y y , ;  dx y ’y* '
d i f f e r e n c iá le g y e n le t  m eg o ld ásá t az E u le r-L ag ran g e  d i f f e r e n c i á l ­
e g y e n le t  e x t r e m á l is a i  (y (x )  m eg o ld ása i)  mentén
(u  = ■ , u( о ) = 0)
Э  C
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Ha az u m ego ldás az xQ = 0 pon ton  k iv ü l  más p o n tb an  nem 
m e ts z i  az x t e n g e ly t ,  ak k o r az a d o t t  y (x ) e x tre m á liso n  a 
J  fu n k c io n á l v a ló b an  (gyenge) s z é l s ő é r té k e t  vesz f e l ,  m égpedig 
F , , > 0  e s e té n  minimumot.
V V
Esetünkben a J a c o b i  e g y e n le t
" i f "  [H(xo l t o - t )  0y f y , ( t , y » ( t ) )  u ’ ( t ) ]  = 0
Ebből a 0  ^  = C (c o n s t)  f e l t é t e l  m ia tt  
H(x 0 , t 0- t )  U » ( t )  C = C l
azaz
u»(t)
De H(xQ, t o- t ) > 0  0 á t  * t Q
e z é r t  u * ( t )  e l ő j e l t a r t ó ,  v a g y is  a t  = 0 p o n t k i v é t e l é v e l  
az u ( t )  g ö rb e  nem m e ts z i  a t  t e n g e ly t  a ( 0 , t Q) i n t e r v a l ­
lum ban. Ez a z t  j e l e n t i ,  hogy az e lé g s é g e s  f e l t é t e l  t e l j e s ü l .
A 0 = c o n s t  У0 f e l t é t e l  a z t  b i z t o s í t j a ,  hogy a ^ ( t )
függvény m e l l e t t  a ) fu n k c io n á l minimumot v esz  f e l .
Irodalom :
1 G elfand-Fom in: V a riac io n n o e  u s z c s i s z le n ie .
2 R .C o u ran t D.H i l b e r t :  Methods o f  M athem atica l P h y s ic s  
V o l .2 .
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§_u_m_m_a_r_y
C oncern ing  a o p tim a l c o n t r o l  p ro b lem .
L et us c o n s id e r  th e  p a ra b o l ic  d i f f e r e n t i a l  e q u a tio n  
4  = a2uxx
on th e  c o n d it io n s
u (x ,0 )  = 0  X i  0
u ( 0 , t )  = h ( t )
where th e  h ( t )  fu n c t io n  i s  such  t h a t  i t  f u l f i l s  th e  f i r s t  
o rd e r  o rd in a ry  d i f f e r e n t i a l  e q u a tio n .
? ( t , h ( t ) ,  h » ( t ) )  = ( t )
w ith  th e  c o n d i t io n  h (0 )  = 0
L e t b e ! F * j v? ( t ) : ' ' £ ( t ) 6 C ;   ^ ^  ( t )  = A
О
Problem : i s  to  be found  t h a t  e lem en t o f  F s e t  f o r  which th e  
fu n k c tio n  u ( x , t )  ta k e s  th e  minimum in  p o in t  (x Q, t o ) ,  t h a t  
i s .
J ( f )
min u (x Qft o ) 
f ( t )  €  F
I f  we c o n s id e r  th e  f u n c t io n  Ч* ( t ) a s  c o n t r o l  fu n c t io n ,  th e n  
o u r problem  can  be c o n s id e re d  a s  a s p e c ia l  o p tim a l c o n t r o l .
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T ranszcendens « i l l e t v e  a lg e b r a i  e g y e n le tre n d s z e r  m egoldásának 
egy m ódszere , i l l e t v e  annak eg y  a lk a lm azása  m oleku la  m o dellek  
e rő -á l la n d ó in a k  k is z á m ítá s á ra
Gehér I s tv á n
Legyen f - ^ x ^ .X g ,. . .  ,3 ^ ) n d a ra b  n  v á l to z ó s  függvény é s  
leg y en ek  c]_»c 2 » • • • »cn v a ló s  szám ok. Megoldandó az
^ l^ x l ,x 2» *’ *,x n) = C1
^2^3C1*I 2 ’ * * * ,x n^ = c2 
• • • • • • • • •
f n^x l ,x 2***, , x n^ = cn
(A)
e g y e n le t r e n d s z e r .
A töm örség  k e d v é é r t  j e l ö l j ü k  az
7i - • • • t 3^ )
У2 = je2 ^ * Í ,x a » ’ , , »aSi*
7n = f n (x L»x2 » e " » aSi)
t r a n s z f o rm á c ió t  Y = F ( X ) - s z e l .  Ez a t ra n s z fo rm á c ió  t e h á t  az 
n  d im enziós t é r  X = , . . .  ,3 ^ )*  v ek to rá h o z  h o z z á re n d e l i
ugyanennek a té rn e k  egy Y = (y^ »У2 » • • • »Уп )*  v e k to r á t .  На а 
(c-^jCg» • . • *cn ) v e k to r t  C -v e l j e l ö l j ü k ,  akkor az (A) egyen­
le t r e n d s z e r  az
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F(X) s  С . • • (А»)
e g y en le tb e  megy á t .
Hogy az (A) ,  vagy a v e le  e g y en é rték ű  (A*) e g y e n le te t  meg tu d ­
ju k  o ld a n i ,  az R(X) tra n s z fo rm á c ió ra  é s  a C v e k to r r a  b iz o ­
nyos m e g sz o rítá so k a t k e l l  ten n ü n k . M egoldáson te rm é sz e te s e n  
e le k t r o n ik u s  szám ológépekre p rogram ozható  e l j á r á s t  é r tü n k .
A to v áb b iak b an  tegyük  f e l ,  hogy az
Y = F(X)
tra n s z fo rm á c ió  az n  d im enziós t é r  egy D ö sszefü g g ő  é s  n y i l t  
ha lm azát ugyanennek a té r n e k  egy  R h a lm azára  egy eg y érte lm ű en  
k é p e z i l e .  Tegyük f e l  to v á b b á , hogy a
”  ( i = l , 2 , . . . , n { j = l , 2 , . . . ,n)
p a r c i á l i s  d e r iv á l ta k  a D m inden p o n tjá b a n  lé te z n e k  é s  f o ly t o ­
n o sa k . Végül teg y ü k  f e l ,  hogy a
3 * 1 3 * i 0 * 1
3 * 1  ’ « * 2 2 4
3 * 2 9 * 2
Эх,_ •
= г Э * П
. 4 .
3 * n Э * д Э * д
L 0 х !  ’ л » * • •Э *2 3 * n  '
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J a c o b i  m á tr ix  a D minden p o n tjá b a n  r e g u l á r i s ,  azaz d e te rm i­
n án sa  z é r u s tó l  k ü lö n b ö ző .
9 f i
M egjegyezzük, hogy a -----  d e r iv á l t a k  fo ly to n o ss á g a  é s  a
9 x 3
m á tr ix  r e g u l a r i t á s a  m ia t t  az R halm az s z in té n  ö s sz e ­
függő és  n y i l t .
Az Y z F(X) tra n s z fo rm á c ió  in v e rz é t  j e l ö l j ü k  X = ф[Y )-n a l .
Az F(X) = C e g y e n le tn e k  ak k o r van gyöke, ha C elem e az R 
halm aznak. Ebben az e se tb e n  v is z o n t  az e g y e n le t  e g y e t le n  gyöke 
0 ( C ) .
" a vJ e lö l jü k  a La V
Ja c o b i m á tr ix o t cLF
dX
- s z e l ,  vagy
dY
dX
- s z e l .  A lá n c s z a b á ly  m ia t t
dP d Ф  _ dY_ = I
dX dY dY
ahol I  az e g y s é g tra n s z fo rm á c ió , e z é r t
d Ф  dP
dY " dX
(B)
M ivel a é s  igy  az in v e rz e  i s  c sa k  az X = ( Y ) - tó l  fü g g ,
dX
a z é r t  a ( B) form ula a ф[Y) függvényre  egy á l ta lá n o s a b b  é r ­
telem ben v e t t  d i f f e r é n c i á l  e g y e n le t .
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Az ( A) i l l e t v e  a v e le  eg y en é rték ű  ( A* ) e g y e n le te t  most mér 
a következőképpen  o ld ju k  meg:
Veszünk egy X° v e k to r t  a D halm azbó l é s  m eghatározzuk h o zzá  
az Y° = F(X°) v e k to r t .  M egkeressük a
d i f f e r e n c iá l - e g y e n le t  azon ф[Y) m egoldásának ^'(C) h e l y e t t e ­
s í t é s i  é r t é k é t ,  amely e l e g e t  te s z  a j[t°) = X° k e z d e t i  f e l t é ­
te ln e k .
M ivel
A  X « А  0  (Y) = ÓY + R U  Y) 
dY
ah o l I R ( ^  Y) I = 0(1 Д Y | ) ,  a z é r t  az (A*) e g y e r le t  X =jÓ(C) 
gyökének egy X^ k ö z e l i tő  é r t é k é t  a következőképpen  a d ju k  meg:
F elveszünk  m+1 d arab  Y° = Z°, Z'*’, Z^, . . . ,  Zm_^ , Zm » C 
v e k to r t  ú g y , hogy a
7  O n i  17 2  пП1“ 1  17Ши у и у Zi у i m ) ti 9 и
t ö r t r o n a l  a s  H-ben le g y en  é s  hogy az
I z1 - zi_1| < —
к
e g y e n lő t le n s é g  f e n n á l l jo n ,  ha i s l , 2 m . . . ,m .  M eghatározzuk az
V°, V1 , , . . . ,  V“1 = X^ v e k to ro k a t a kö v e tk ező  r e k u rz ió s  f o r ­
mula s e g í t s é g é v e l :
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V° = X°
-1
Vi+1 = V1 + dP 
L dX
-j (zi+1 - ZL)
X=UJ
B e lá th a tó , hogy Xk ----->  X = 0 (C) ,  ha к  -----
M ivel ez e lég g é  p l a u z i b i l i s  é s  i t t  s z á m itá s te c h n ik a i  m ó d szerrő l 
van s z ó , a z é r t  a b iz o n y í tá s t  annak h o sszadalm assága  m ia t t  nem
k ö z ö ljü k .
A g y a k o r la t i  f e la d a to k  m eg o ld ásán ál á l t a l á b a n  a Э f i
9 l a
p a r c i á l i s  d e r i v á l t a t ,  v ag y is  a —= — m á tr ix o t  k é n y te le n e k  v a -
dX
gyünk k é z z e l m e g h a tá ro zn i. M égis abban az ig en  fo n to s  s p e c i á l i s  
e s e tb e n , am ikor tu d ju k , hogy az f ^  ( 1 ^ X 2 , . . .  függvények
o ly a n  po linom ok, hogy bárm ely  v á lto z ó ju k b a n  le g f e l j e b b  m-ed 
fo k u ak , a d i f f e r e n c i á l á s t  a szám ológéppel i s  e l  l e h e t  v é g e z te t ­
n i .  Ennek az az oka , hogy egy  polinom  e g y ü t th a tó i t  a d i f f e r e n ­
ciáik s e g í t s é g é v e l  k i  le h e t  f e j e z n i .
Legyen h  egy  f i x  szám é s  j e l ö l j ü k  /Д - v a l  a z t  az o p e r á to r t ,  
am ely ik re
^ g ( x )  = g(x+h) -  g (x )
Ha p ( x )  = СщХ111 + Cm_-LXm‘"‘1 + . . .  + C^X + CQ, akko r a e g y ü t t ­
h a tó k ra  a k ö v e tk ező  r e k u rz ió s  fo rm ula  é rv én y es :
Cm
4 * p ( x )
haml
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1 a V * >  -  (Ои X“  + 0 ^  X“- 1 ♦ . . .  * 0 1+l I i+ 1 ) J
1 = Т Г  ?
ah o l X t e t s z é s  s z e r i n t i .  A e g y ü tth a tó k  ism ere téb en  а
p» (x )  = ш Cm Xm_1 + (m -l) Ст _х Xm_2 + . . .  + 2 C2X + Cx
polinom  h e l y e t t e s i t é s i  é r té k e in e k  a m eg h atáro zása  nem okoz g o n d o t.
A f e n t  e m l i t e t t  d i f f e r e n c i á l á s i  e l j á r á s n a k  az a nagy e lőnye i s  
megvan, hogy az F(X) tr a n s z fo rm á c ió t  e x p l i c i t e  nem i s  k e l l  i s ­
m ern i, e lé g  ha a n t  egy re k u rz ív  e l j á r á s  s e g í t s é g é v e l  ad juk  meg.
A következőkben  meg fogunk e m li te n i  egy k o n k ré t p ro b lé m á t, a h o l 
éppen ez a h e ly z e t .
M olekula m odellek  e rő -á l la n d ó in a k  k is z á m itá s á v a l  k a p c so la tb a n  a 
következő  problém a m e rü lt f e l :
Adva van egy A n x  n -e s  m á tr ix , to v áb b á  n szám:
2f 1» 2* ** *» í n  .
-
AZ s a j á t é r t é k e i  • * * » Ö"n




d ia g o n á l is  m á tr ix  úgy, hogy 
le g y e n e k . A to v áb b iak b an  e z t
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Egy Iá n -e d  re n d ű  n é g y ze te s  m á tr ix  | tE  -  M| k a r a k t e r i s z t i k u s  
p o lin o m ja  le g y e n  ho+h^t + h 2t 2 + . . .  + h ^ ^ t 11” 1 + ( - l ) n t n
A (h Q, h ^ , . .  .  » h ^ ^ ) *  = H v e k to r t  az M m á tr ix  k a r a k t e r i s z t i ­
kus v ek to rán ak  fo g ju k  n e v e z n i .  A H v e k to r t  az M s a j á t é r t é k e i  
egyérte lm űen  m egh atáro zzák .
U gyanis:
^ i - i  = (_1)П lZ  \ l  \ 2  •** Ski
ah o l S^, S2 , . . . ,  Sn az M s a j á t é r t é k e i .
Az E problém a te h á t  a köve tkezőképpen  fo g a lm azh a tó :
Adva van egy A n-ed  ren d ű  n é g y z e te s  m á tr ix , to v áb b á  egy 
C = (ci » c2 *• • • »cn )*  v e k to r .
K eressük a
d ig o n á l is  m á tr ix o t  úgy, hogy az AZ m á tr ix  k a r a k t e r i s z t i k u s  
v e k to ra  C le g y e n .
J e l ö l j e  Y m F(X) a z t  a t r a n s z f o r m á c ió t ,  amely az 
X = (x^jX g, . . .  jXjj)*  v e k to rh o z  h o z z á re n d e l i  az
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m á tr ix  k a r a k t e r i s z t i k u s  v e k to r á t .  Az (E) p roblém a m egoldása 
e g y en é rté k ű  az
E(X) = C
e g y e n le t  m eg o ld ásáv a l.
X
Tudjuk , hogy egy M m á tr ix  H = ( ^ , ^ , . . . , 1 ^  , )  k a r a k te r i s z ­
t i k u s  v ek to rá n ak  h ^ ^  k o o rd in á tá ja  eg yen lő  az ö s sz e s  i - e d -  
ren d ü  főm inorok összeg én ek  ( - l j ^ ^ - s z e r e s é v e l .
J e lö l jü k  az A m á tr ix  o s z lo p v e k to ra i t  A1 ,A2 , . . . , An - n e l .
1 о _
Az AZ m á tr ix  ő s z lo p v e k to ra i  x^A , XgA , . . . »X^A .
Az AZ m á tr ix  fő m in o ra i n y i lv á n  az x-^, x2 , . . . , x n  o ly a n  p o l i -  
n o m ja i, am elyek minden v á lto z ó b a n  l i n e á r i s a k .  E z é r t  az AZ m át­
r i x  k a r a k t e r i s z t i k u  v e k to rá n a k  a k o o r d in á tá i ,  azaz az
(x ^ ,x 2 * • • • 1^ )  függvények minden v á l t o z ó j á b a n  l i n e á r i s a k .
A p a r c i á l i s  d e r iv á l t a k a t  t e h á t  a kö v e tk ező  eg y sze rű  fo rm ula  ad­
ja  meg:
^  f i ^ 1! »^2» • • * ,3Cn^ ^ ( x j^ X g ,  • » * »X-j+b» » * *
^  = h
t . . .  »x^)
h
-  52 -
Az F(X) tra n s z fo rm á c ió  é r té k e in e k  a k is z á m itá s a  a főm inorok se ­
g í ts é g é v e l  g y a k o r la t i l a g  h a s z n á lh a ta t l a n ,  e z é r t  F(X) m eghatáro­
z á s á ra  g y a k o r la t i la g  h a sz n á lh a tó  e x p l i c i t  fo rm u lánk n in c s .  Vannak 
v is z o n t  jó  r e k u r z iv  e l j á r á s o k ,  p é ld á u l a LEVERRIER f é l e  e l j á r á s ,  
i l l e t v e  annak FADDETEV á l t a l  m ó d o s ito tt  fo rm á ja . M ivel F(X) egy 
e g y é rte lm ű sé g e t c sak  egy h e ly  k ö rn y e z e té b e n  tu d ju k  b i z t o s í t a n i ,  
a z é r t  az e l j á r á s  c sak  abban az e se tb e n  k o n v e rg á l, ha o ly a n  X°- 
b ó l Indulunk k i ,  am ely v a lam e ly ik  gyökhöz k ö z e l v a n .
Irodalom :
D.E. Mann, T. SHIMANOUCHI, H.MEAL, L.FANO: NORMAL COORDINATE 
ANALYSIS OF HALOGENATED ETHYLENES.
THE JOURNAL OF CHEMICAL PHYSICS VOLUME 2 7 . NUMBER 1 .  Л 9 5 6 /
ERICH W SCHMID: MOLEKÖLMODELLRECHNUNGEN MIT ELEKTRONISCHEN 
RECHENANLAGEN.
ZEITSCHRIFT FUR ELEKTRONENCHEMIE. BD. 6 4 . NR4. / I 9 6 0 /
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S_u_m_m_a_r_y
A method, f o r  s o lv in g  th e  system  o f  tr a n s c e n d e n t  e q u a tio n s
L et Y = F(X) deno te  a t r a n s fo rm a tio n  t h a t  maps th e  domain 
D in  th e  n d im en sio n a l space onto  a s e t  R in  th e  same n 
d im en sio n a l sp a c e . The e q u a tio n  F(X) = C i s  to  be s o lv e d .
L et us suppose t h a t  th e  domain D i s  open and co n n ec ted , m oreover 
th e  map Y = F(X) i s  one to  one, c o n tin u o u s , hav in g  c o n tin u o u s  
p a r t i a l  d e r iv a t iv e s  
Ъ  f<
a t  a l l  th e  p o in ts  o f  th e  domain D. B esid es  we w i l l  a p p ly
9 xd
f o r  th e  r e s t r i c t i o n  t h a t  th e  Ja c o b ia n  d e te rm in a n t 
eq u a l to  ze ro  a t  any p o in t  o f  th e  domain D.
3 * i
3=<
i s  n o t
The c o n t in u i ty  o f  th e  p a r t i a l  d e r iv a t iv e s 8 * j and th e  n o t
v a n ish in g  o f  th e  Ja c o b ia n  d e te rm in a n t in v o lv e s  f o r  th e  s e t  R to  
be open and c o n n e c te d .
L e t 0(Y) den o te  th e  in v e rse  tra n s o rm a tio n  o f  Y = F(X) .
The e q u a tio n  F(X) = C h as  g o t a r o o t  i f  and  o n ly  i f  C b e lo n g s  
to  R. In  t h i s  c a se  th e  e q u a tio n  m en tioned  above has g o t a unique 
r o t t  0 (C) .
L e t us d e n o te t  th e  Ja c o b ia n  m a tr ix  
th e  c h a in - ru le
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T his i s  a d i f f e r e n t i a l  e q u a tio n  in  a g e n e ra l  meaning f o r  th e  
fu n c tio n  0(Y) .  The s o lu t io n  o f  t h a t  d i f f e r e n t i a l  e q u a tio n  can  
be found  as fo l lo w s :
We ta k e  a v e c to r  X° o f th e  domain D and th e n  we d e f in e  th e  
v e c to r  Y° = F (X° ) .  Let  0(Y) be th e  s o lu t io n  o f th e  d i f f e r e n t i a l  






t h a t  s a t i s f i e s  th e  i n i t i a l  v a lu e  c o n d i t io n  0(Y°) = X °.
0(C) i s  th e  un ique  ro o t  o f  th e  e q u a tio n  F(X) = C.
Due to  th e  fo rm u la
Л  X = Д  0(X) = Ц  A  Y ♦ R ( 4  Y ) ,
where | R( / 1Y) I  = ordo (| A  Y | ) ,  th e  approx im ate  v a lu e  o f  th e  r o o t  
0(C) can  be c a lc u la te d  in  th e  fo llo w in g  way:
We ta k e  m+1 v e c to r s  Y° = Z °, Z1 , Z2 , Zm_1, Zm so t h a t  th e
p a th  Z °,Z ^ , . . .  ,Zm”\ z m w ith  a s t r a i g h t  l i n e  betw een two 
c o n se c u tiv e  p o in t s  shou ld  b e lo n g  to  th e  domain R and th e  in e q u a l i ty
i z 1 -  Z1 -1 [< - 
к
sh o u ld  be s a t i s f i e d ,  i f  i = l , 2 , . . . ,m. We d e f in e  th e  v e c to r s  





Vi+1 = V1 +
X=Vi
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Ir
I t  i s  n o t d i f f i c u l t  to  j u s t i f y  t h a t  X converges to
X = 0(C) i f  к  -----► c*=> T h is m ethod i s  p a r t i c u l a r l y  sim p le  when
th e  fu n c t io n s  f  . . .  , 2 ^ )  a re  polynom s.
In  t h i s  case  th e  c o e f f i c i e n t s  o f  th e  polynom s can  be c a lc u la te d  
by means o f  th e  d i f f e r e n c e s  o f  h ig h e r  o rd e r .
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Eky szakaszonként lineáris optimálja ve»érléa» 
Sselezsán János
Tekintsük a z a lá b b i v e z é r l é s i  feladatott
As u(t) vezérlési hatás alatt álló rendszer működését a
összefüggés Írja le* ahol K(x,t,'t) adott függvényt (magfügg­
vénye pl. a folyását te»en függvénye) О б х А Б ,  0 í T  < t í T.)
Legyen Qyl t) egy adott folytonos függvény, amely a re nd-
ая »r kívánt, előirt állapotát Írja le az xQ pontban.
Tegyük fel, hogy a folyamatba a ^  « l út (í « 0,1,...,n)
Tpontokban tudunk beavatkozni (/its— ) és bármely két pont 
közötti szakaszon vezérlésünk lineáris.
Az U m [u(t)j "vezérlő tér" tehát legyen a t^ « i^t 
pontokban töréspontokkal rendelkező törtvonal sereg. A megen­




[ <*U0,t) ? {t) dt « A
о
feltétel is, ahol ^ (t)>0 adott függvény. 
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feladat» határoz auk meg as U ve a éri őtérnak azt as u(t) 
elemét, amelyre a J(u) funkcionál szélaőértóket vess f e l*
Sími.
A 2) funkcionál az U halmazon a
P* (T
4
 ^ о különben
m i  ha (d-1)4 tékáját
ahol с I  m 1 ha t áj>l 
c - » 1—J ha t- *4
helyen minimumot vess fel, ahol
1 d - i
q^iAt) *4} <?(iAt) -At 2  Biá m/ 
________________________ bsL___£■&___
i - 1
(Ai;j+ A t  Bí j ) ^
Jak.________________
Aii ♦ л  t bijl
ÓB
dA t
* /  К (xo , i A t , t ) T d t |  B1;j
(d -D  At
d A t
í 1
( d - D A t
(x0, i h t , T
Bizonyítási
Alkalmazzuk a Langrage féle múltiplikétor módszert, azaz
vegyük a
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T T
J ( 1 ) (u)  « [ « ^ ( t )  "  Q U 0 , t ) ] 2 ♦ /» [J*  Q(xQ, t ) < ? ( t )  d t  -  A J  5)
0 0
fu n k c io n á l t  (a h o l / 1  a Langrage f é l e  mul t i p l i k é t  o r )  •
Á l l í t s u k  e lő  a t ^  » i n t  ( i « l , . . . , n )  pon tokban  tö r é a -  
p o n to k k a l b i r ó  tö r tv o n a la e r e g e t  az a lá b b i  módon:
P ( T »
i




mg ha ( j-lM t í T á i  At 
ahol c £ =1 ha I éj-1 
c^ al—J ha L =«j
Legyen ( T  , o p t im á lis  m ego ldás. Legyen
Л  P ж P ( T  , ^ m 1 , . . . / m ű ) m egengedett v a r i á c ió ,  azaz  o ly a n ,
t
hogy a h o z z á ta r to z ó  ^ Q ( x Q, t )  * ^ К ( x ^ t . ' T )  Д  p  d«^
0
m eg v á lto zá sra
T
í  ÓQ(xo , t ) ? ( t )  d t  a A 
0
le g y e n .
Vegyük a P*( T »m^, . . .  »m^) + /( Д  Р v á l to z á s t  é s  képez­
zük a
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t
Q* (xQ,t)  + /4Q(x0,t)  * f к (x0, t , T )  (P* ♦ /A p )d /r
0
növekm ényt.
M int is m e re te s  a 3) fu n k c io n á l s z é ls ő é r té k e  lé te z é s é n e k  
szük ség es  f e l t é t e l e  az e ls ő  v a r iá c ió  e l tű n é s e ,  a za z , á s  a 3) 
fu n k c io n á l s z é l s ő é r t é k e t  vesz f e l  a
P* ( T  , ^ , . . . , 1^ )  v e z é r lé s n e k  m e g fe le lő  Q* (x Q, t )  h e ly e n , 
akkor
- 2 -  J^1 ) (Q* + X 4 q) 




f  ( -  [o* (xQ,t )  +XAQ(x0,t)]J 2 ♦
0 ^
/ u [ < ? ( t )  { q* (x Q, t )  + / 4  Q(x0 , t ) j J  d t  -  yuA 3*0
X «о
v a g y is :
T
í  f 2 "  Q*(x0 , t ) ]  ♦ /U ?  ( t ) j ^  q (x 0 , t )  d t  » 0
0 L
M ivel 4 P  ( ' Г , - 4 т 1 , . . . ,  Л  t e t s z ő le g e s  v o l t ,  e z é r t  A Q ( x Q, t )
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te t s z ő le g e s  m egengedett v a r i á c ió i  é s  ig y  
_ q* (x0 , t ) J  ♦ / U ? ( t )  = 0
v a g y is :
q*(x0 , t )  = Q ^ t )  + A -  ( t )  4)
A m u l t i p l i k á t o r t  abbó l a f e l t é t e l b ő l  h a tá ro zz u k  meg, hogy 
T\ q * U 0 . t )  <*> ( t )  dt = A
0




A -  (  q ^ t )  <? ( t )  dt
\ (D2 ( t )  d t
0
A 4) ö s sz e fü g g é s  egy V o lte r ra  t ip u s u  in te g r á le g y e n le te t  ad 
P* ( T  t т ^ , . . . , ^ )  m e g h a tá ro z á sá ra :
t
f K (x0 , t ,  T ) P* ( T tm^I • .  • »m^) d'L = q ^ t )  + A -  9  ( t )
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Az in te g r á le g y e n le t  a a i d t  tö ré sp o n to k b a n  
t i
^ К (xo , t ^ ,   ^ ) ï3* (  ^ • . .  »m^) d<£- я t ^ )  + /** 1 ^  ( t^ )
Û 2




( j - iM  t
К (xQfi Д t ,  T  ) P* ( dz *
S Q j j í i ^ t )  + 7 ^ -  ( i / d t )
e g y e n le tb e  megy á t .
Beírva* P * ( t ím^l . . . l mü ) - o t j  a z t  k a p ju k , hogy*
i j A  t j
У  f  К (xQ, i 4  t ,  T ) (m^ . *1 + Д t  ÿ  с г mg) d'L = 
j=l (j- l)4t  I  =1
+ -A- <? ( i á t )
vagy is*
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i  j á t
2 1  I  к  ^ o » 1 д < г » T ) í d t  ♦
j = l  ( H ) ^ t
X  j üd t
♦ 2 j t 2T c£ m£ С К (xo,iát,t) dT ) =
j = l  1=1  ( j - l M t
» ♦ -A -  Ç ( i  i4 t)
Vezessük be az
j d t
A c /  K (x0,i4t,T)td 
( 3-D At
Í A t
f  K (x0 , i d t , T  ) d T
( j - i ) d t
j e l ö l é s e k e t ,  akkor a kö v e tk ező  e g y e n le t r e n d s z e r t  Í r h a t ju k  f e l  












= Q ^ i ^ t )  + <0 ( i d t )
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A fenti egyenletrendszer Így is irható
+ * * V  “ j £
d» i
d - i
Bi j  2 7  mt  ■
« %Uót) ♦ -A- Ç (i 4t)
Láthatót hogy az egyenletrendszer mátrixa triangulária, ezért 
az rekursive megoldható( és Így
i J-l i-1
( ^ ( i h t )  + < ? ( i 4 t )  - / J t  2 ]  В 2 7  m t -  2 7  (Al j + A t  Bt  ) т ,
_______________________________is i_____ £ 4 _______ML..,.. _____________
Aii Bii
isi»2*•••••••• n
Könnyen heláthatóf hogy az 1) funkcionál (amennyiben felvesz 
szólsóértóket) minimumot vesz fel*
Ugyanis»
T T T T
 ^ [ f - ( u + ^ u ) 2 dt=  ^(f-u)2 dt ♦  ^(f-u)^u dt Ç (/lu)2 dt
О 0 0 0
ahol Л u tetszőleges megengedett variáció
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De a lv e i
T
 ^ ( f - u )  A  u d t  a 0
0
e z é r t
T T T
[  Cf -  (u  + A  u ) J 2 d t  -  (  ( f - u ) 2 d t  = [  ( Л и ) 2 d t  > 0
0 0 0
V ezérlé s  p a ra b o l ik u s  d i f f e r e n c i á l e g y e n le t  e s e té n .
Tegyük f e l ,  hogy v a la m ily e n  fo ly a m a to t a
Э 2
■ a ——§ - 0 á  t  é t ,  , 0 é  x  á  x,
3 t  1 1
5)
p a ra b o lik u s  d i f f e r e n c iá le g y e n le te t  i r  l e ,  a
Э q.
3 x





q (x ,0 )  = 0
perem , i l l e t v e  k e z d e t i  f e l t é t e l  m e l l e t t  (a h o l ^  é s  a a d o t t  
k o n stan so k )
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T
Legyen u { t)  v e zé rlő fü g g v é n y , am elyre  ^ u ( t ) d t  = A.
0
Legyen q ^ t )  egy a d o t t  függvény .
Legyen a cé lfüggvény
T
«Hü) = f [ ^ ( t )  -  q (x Q, t ) j 2 d t  
F e la d a t i
TK eressük  meg a z t  a t .  a i á t  pon tok  [At  = — —, 1 * 0 , l , 2 , . . . n )
1 n
k ö z ö t t  l i n e á r i s  v e z é r lő  fü g g v é n y t, am elyre a J ( q )  fu n k c io n á l 
minimumot vesz f e l .
A f e l a d a t  az i s m e r t e t e t t  m ó d sze rre l m eg o ld h a tó . Ism e re te s  
u g y a n is , hogy az 5) d i f f e r e n c iá le g y e n le t  m egoldása az  a d o t t  p e ­
r e m f e l té te le k  m e l le t t
t
q ( x , t )  s  j ^ f ( x , t , T )  u( T  ) d T  
о
a lak b an  i r h a tó  f e l  az u ( t )  v e z é rlő fü g g v é n n y e l.
Irodalom ;
A.G. B u tk o v sz k ij; T e o r i ja  optim alnovo  u p ra v le n i ja  sz isz tem am i
sz r a s z p r e d e l i t e ln im i  p a ram étrera i (M oszkva, 
Nauka, 1 9 6 5 ).
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S u m m a r y
A o p tim a l c o n tr o l  on a broken l i n e  s e t
The p a p e r  d e a la  w ith  th e  o p tim a l c o n t r o l  o f  su ch  system s 
whose b e h a v io u r  i s  d e s c r ib e d  by th e  r e l a t i o n s h i p
t
Q (x ,t )  а  Г K ( x , t ,  rC ) u { î ) d T  
b
where u( 'i ) p la y s  th e  r o le  o f  th e  c o n t r o l  fu n c tio n *  The U s e t  
o f  th e  c o n t r o l  fu n c t io n s  i s  a broken l i n o  s e t  w ith  b re a k in g  
p o in ts  in  t ^  = LAt  ( i a l , 2 , . . . , n )  p o i n t s .  The prob lem  i s  to  
f in d  t h a t  e lem en t o f  th e  U s e t  f o r  w hich  th e  f u n c t io n a l
T
J ( u ( t ) )  » { [  ^ ( t )  -  Q(x0 , t ) ]  2 d t
0
ta k e s  a minimum under c o n d it io n s  
T
} <4(x0 , t ) 9  ( t )  d t  a A
0
where ( t ) t and < 3 (t)  a re  g iv en  fu n c t io n s !  and A i s  a g iv en  
c o n s tans*
I t  was o b ta in e d  as  a r e s u l t  t h a t  on the  U s e t  th e  f u n c t io n a l
ta k e s  a minimum ont
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P* { I . » # ,111^ )
(  md
3
♦ ^  t cem t w hen ( j-i) д té T"éj д t
a l
where a 1 when d i j - 1  
c = 1—J ” “ t  =3
o th e rw e ise
where
s
i  3-1 i - 1
4>( i 4 t )  ♦ - Л -  ç  ( i á t )  - a t  2  Bi j  5 Г  " 4  -  S  (Ai 3 + B t B i 3 )mô 
_____________ =___________________ j = l _______=1_______i » i _________________
Au  ^  t  Bi .
and
j d t
( d - U a t
3 à  t
/  £ (x0,id t, t  ) dt « 
( з - l ) ^  t
K(xo , i d t . î î ' L d f t  Bià  =
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Bizonyos e g y sze rű  t ip u e u  s z to c h a s z t ik u s  fo ly am ato k  num erikus 
s z im u lá lá s a  és  p a ra m é te re in e k  b e c s lé s e .
A rató  M átyás -  P á sz tö rn é  Varga K a ta l in
B evezetés»
J e le n  d o lg o z a t c é l j a  e g y sze rű  t ip u s u  időben  é s  á l la p o tb a n  
fo ly to n o s  s z to c h a s z t ik u s  fo lyam atok  s z im u lá lá s !  k é rd é se in e k  
v iz s g á la ta  ( s p e c iá l i s a n  U ra l-2  t ip u s u  szám ológépen ), s  egyben 
ezen  fo lyam atok  b izonyos s t a t i s z t i k a i  k ié r té k e lé s é n e k  e lv é g ­
z ése  i s .
A v é g z e t t  szám ítá so k n ak  k e t tő s  c é l j a  v o l t ,  e ls ő s o rb a n  e lő ­
á l l í t a n i  o ly a n  s z to c h a s z t ik u s  fo ly a m a to k a t, m elyek k o n k ré t f i ­
z ik a i  tanulm ányozásához ig e n  k ö l ts é g e s  k í s é r l e t e k e t  k e l l e t t  v o l­
na  e lv é g e z n i ,  m ásodsorban meg k iv o n ju k  v i z s g á l n i ,  hogy a k ü lö n ­
böző " v é l e t l e n  szám" e l ő á l l í t á s i  m ódszerek m ennyiben f e le ln e k  
meg a s t a t i s z t i k a i  követelm ényeknek»
Végül s z e re t tü n k  v o ln a  e lő z e te s  b e c s l é s t  k a p n i b izonyos 
a sz im p to tik u sa n  é rv én y es  ö ssze fü g g ések  é rv é n y e s sé g i h a t á r a i r ó l  
i s ,  m elyeket a n a l i t i k u s  u tó n  Jó v al nehezebb  megkapni» A n a l i t i ­
kus v iz s g á la to k ,  b e c s lé s e k  k o n v e rg e n c iá já n ak  g y o rsa sá g á ra  vo­
natkozóan  fü g g e t le n  m e g fig y e lé sso ro z a to k  e s e té n  is m e r te k , ha­
so n ló  t ip u s u  v iz s g á la to k a t  nem fü g g e t le n  m e g fig y e lé sso ro z a to k  
e s e té r e  a s z e rz ő k  nem ism ernek»
J e le n  v iz s g á la ta in k  kapcso lódnak  a [6 ,]  [ 7 ] d o lg ozatokban  
f e l v e t e t t  p ro b lém ak ö rh ö z , annak b izo n y o s  é r te le m b e n  k ie g é s z í t é ­
s é t  J e l e n t i k .
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1 . §• V é le t le n  szám e l ő á l l í t á s i  m ó d sze re k rő l.
A lap v ető  f e la d a tk é n t  r e n d s z e r in t  egy  [0 ,1 ] -b e n  vagy 
- 1 ,1  -b e n  e g y e n le te s  e lo s z lá s ú  ^ s o r o s a t  e l ő á l ­
l í t á s a  s z o k o t t  j e l e n tk e z n i .  A m e g v a ló s ítá s  k ü lö n fé le  m ódszere i 
is m e re te s e k  ( lá s d  p l .  [2] ) ,  g y a k o r la t i l a g  azonban az egyes gé­
pekre  néhány  u t a s í t á s b ó l  á l l ó  g e n e r á lá s !  m ódszert (m elynek l e ­
h e tő le g  nagy  a p e r ió d u s a )  szo k tak  k id o lg o z n i .  Az U ra l-2  gépre  
egy i ly e n  e l j á r á s  a köve tkező  ( l á s d  [ ) ]  )
k+1 02 k+10 4 az e lő z ő  v é l e t l e n  szám ezumm átorba
k ü ld ése
к +2 11 0003 0 e l t o l á s  b a l r a  3 b i t t e l
k+3 I á k+11 0 az e l s ő  20 b i t  m e g v á lto z ta tá sa
k+4 26 k+10 0 az u to ls ó  20 b i t  m e g v á l to z ta tá sa
k+5 10 k+10 0 (0 ,1 )  in te rv a l lu m ra  re d u k á lá s
k+6 16 k+10 4 a v é l e t l e n  szám k ik ü ld é se  a re k e sz b e





az e lő ző  v é l e t l e n  szám
( - 1 ,1 )  in te r v a l lu m b e l i  v é l e t l e n  szám okat a k+5 u t a s í t á s  e l ­
h ag y ásáv a l n y e rü n k . A program  a k+1 - e d ik  re k e sz n é l k ezd ő d ik  
(k+1 p á r a t l a n ) .  Ennek az e l j á r á s n a k  a " jó s á g á t"  -  a f ü g g e t le n ­
ség  f ig y e le m b e v é te lé re  -  éppen az i s m e r te té s r e  k e rü lő  u .n .
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s z é r i a - k o r r e lá c ió s  e g y ü tth a tó  s e g í t s é g é v e l  i s  v i z s g á l a t  t á r ­
gyává t e t t ü k .
Á lta lá b a n  az ilym ódon e l ő á l l í t o t t  s o ro z a to k tó l  " t e l j e s "  
fü g g e t le n s é g e t  szokás m e g k ö v e te ln i, ennek  az e l le n ő r z é s e  a ma­
gasa bbrendü s z é r ia - k o r r e lá c ió k  k isz á m o lá sá v a l v a ló s í t h a tó  meg. 
M int l á t n i  fo g ju k , eb b ő l a szem pontból a f e n t i  m ódszer fü g g e t­
le n  v á l to z ó s o r o z a to t  á l l í t  e lő ,  в ez az e l j á r á s  jó s á g á t  m u ta t­
j a .
M egjegyezzük, hogy h iá n y z ik  v a la m ily e n  form ában azrnak a 
te rm é sz e te s  ténynek  a b iz o n y ítá s a  (m a tem a tik a i m egfogalm azása), 
hogy az i l y e n ,  lényegében  "k ev e ré sek en "  a la p u ló  e l j á r á s o k  b izo ­
nyos é r te le m b e n  a le g jo b b a k , le g a lá b b  i s  a s o ro z a t  ta g ja in a k  
fü g g e t le n s é g é t  i l l e t ő e n .
F ü g g e tlen  G a u s s -e lo sz lá su  v á lto z ó k  so ro z a tá n a k  e l ő á l l í t á s a .
Nem á l l t  szándékunkban a G a u ss -e lo sz lá su  v á lto z ó k  e l ő á l ­
l í t á s á r a  a le h e tő  le g jo b b  m ódszert k i v á l a s z t a n i ,  íg y  m egeléged­
tünk к - d a ra b  (e se tü n k b en  к 10 ) fü g g e tle n  f - l , l ]  -b e n  egyen­
l e t e s  e lo s z lá s ú  v á lto z ó  ö sszeg én ek  m e g fe le lő  n o rm á lá sá v a l 
/ ( 0 ,1 )  p a ra m é te rű  Gauss v á l to z ó k a t  á l l í t o t t u n k  e l ő / ,  mégpedig 
olym ódon, hogy a f e n t i  -  e g y e n le te s  e lo s z lá s r a  s z ó ló  -- e l j á r á s t  
c ik lu s b a n  10 v é le t l e n  szám e l ő á l l í t á s á r a  a lk a lm a z tu k .
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2« 8« SpeoUUa Gauss folyamatok jaltálása*
A ^(t), t£T paramétertől függő valós*inüségi válto­
zók összességét, ahol T lehet egу Га, b] intervallum vágj а 
О, +1, ± 2 , , . ,  értékek összessége, sztochasztikus folyamatnak 
nevessük* Gauss vagy normális folyamatnak nevessük ^ (t) -t, 
ha tetssőleges véges n és ...,tn paraméterértákekre
a jrít^ ), ^ )»•••» ^ (tn) változók többdimenziós Gauss
(vagy normális) elosslásuak* A ?^ (t) folyamatot stacionárius­
nak nevezsük (tágabb értelemben), ha
M ^(t) . m
és az
M( J(t)-m) (^ís)-m) » B(t,s)
k ovarian cia  függvény csak t - s  - t ő i  fü g g , azaz B ( t , s )  ■ B ( t - s )*  
Szűkebb értelem ben sta c io n á r iu sn a k  nevezzük a ? ( t )  folyam a­
t o t ,  ha ( t ^+ k) , *** ,   ^ (*л+к ) |  é s  ( ? ( t ^ ) , * * * ,  \ ( t n ) j  
e lo s z lá s a  m egegyezik , t e t s z ő le g e s  t ^ , . * * , t B h ®aetén*
Gauss folyamatoknál a két definíció egybeesik, mivel Ganes folya­
matot az
m(t) . M^(t)
kösépértékfüggvény és a B(s,t) kovarianciafüggvény egyértelmű­
en meghatárossa*
A híradástechnikában gyakran jóval kényelmesebb egy Gauss 
folyamatot kovariancia függvénye helyett sprektrál eloszlásá­
val (vagy epe кtr ál sűrűségfüggvényével) megadni*
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Definíció es er Ints
ffco) » J Eff ) e“iC° dГ
. -cxOés
Jf(co ) s (ha létezik)*d CO
(As P( со) « const* felelne meg az un* "fehér zaj" folyamat 
spektrál eloszlásának.)
2
He f(co) ■ . • ! (t) estochaeztikus folyamat eleget
Я (1 с о Г  Л
tesz a Qi!)) I (t) « P(D)E(t) sztochasztikus differenciálegyen­
letnek (P és Q pollnómok* Q fokszáma (n>m) nagyobb mint P-é), 
ahol D a differenciális szimbóluma* Az E(t) folyamat s-azer 
differenciálható négyzetes középben* és ekkor a fenti egyenlet­
nek tekintjük az egyetlen stacionárius megoldását - mely léte­
zik* ha Q(icu) -nak nincs valós gyöke*
A továbbiakban azzal a kérdéssel kívánunk foglalkozni*
hogy miképen ez imulálhatóak a fenti folyamatok digitális szánó-
/
lógépeken? Az első feladat a fenti egyenletnek differencia egyen- 
letté való átírása megadott h lépésköz esetén* (Azaz a 
< » .  5(h),... folyamat előállítása differencia egyenlet se­
gítségével*)
A legegyszerűbb esetben, amikor P( i üj) » i со) m~KZ+ouÁ
2 Tismeretes* hogy a
~  75
d I (t) a - Л ^  ( t)dt * d£(t)
(ahol £  (t) a Wiener folyamat) sztochasztikus differencia­
egyenletnek eleget tevő Geuse folyamat egyben Markov típusa le« 
Ennek a folyamatnak az imitálása a egyben az ismeretlen 
paraméter becslése (ill* a különböző becslések vizsgálata) a 
jelen dolgozat alapvető célkitűzése, de egyban rá szeretnénk 
mutatni az általunk alkalmazott módszer kiterjesztési lehető­
ségeire is«
A yo),  ^(h),..., ^  (k.h),«.« folyamat ugyancsak Markov 
és stacioaárius-Gauss tipusu, Így (lásd Doob [5] ) eleget tesz a
^ (n.h) ~oC £ ( (n-l)h) * <£ (a«h)
differenciaegyenletnek, ahol o t  ж e“  ^*h « Az oC (ill* ~A ) pa­
raméter becslésének problémái megvizsgálhatóak, ha generáljuk 
az egymástól független £ (n h) Gauss eloszlású változókat s a 
kiindulási ^ (O) változót« Ugyanis
^ ( 1 )  « * ^ ( 0 ) + £  ( 1 ) ,  ^ ( 2 )  ♦ £ ( 2 ) ,« » .
Д = 0,1 és h S 0,1 esetén ^  0,99, tehát gyakorlatilag b# a- 
nünket elég sűrű beosztású időintervallum esetén пак Ы»я, 
közeli értékei érdekelnek (természetesen negativ értékekre is 
stacionárius marad a folyamat)« Az ilyen tipuau vizsgálatokra 
térünk ki a következő pontban*
Hogy ilyen irányú kísérletekre már szám ológépek n é lk ü l  is 
gondoltak, azt mutatja Quemille [4] könyve«
3 .  8* Az e lé g s é g e s  s t a t i s z t ik á k  je le n tő s é g e é s  a b e c s lé se k
X* I влаге te s, hogy bizonyos értelemben a maximum likelihood 
becslések legjobbak, ehhez azonban szükség тап a likelihood függ­
vény felírására* Feltéve, hogy a \  (t) stacionárius Gauss- 
Markov folyamat lí J (t) s m várható értéke Is Ismeretlen a
?(o), £(l),***, Hn) változók együttes sűrűségfüggvénye (lásd
M .  [7] )
* „  ,  , ,  ,  4 ..........V  -  t 2 í ) ' b *1,<5 j  .
j^(o) ,*** ,  y n )
~ 2 A g ( í - ^ a )"  [ Ч - ) 2 ^ 2 ) * Í > r  x ^ - a - o i ) ) 2 ]
• e  ^  1
alakú, ahonnan látható, hogy a
*L e  I  í o > “l - l f o )  + i ( n ) » ( 1 )
*2 £  1  <î>. í ( í - i )
mennyiségek elégséges statisztikát alkotnak* £s számítástechni­
kailag a z t  Jelenti, hogy az m és oC ismeretlen paraméterek
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s z e k v e n c iá l i s  b e c s lé sé h e z  a memóriában n in c s  szü k ség  az eg ész  
fo ly a m a t, hanem csak  ennek az 5 m ennyiségnek egy -egy  rek eszb en  
tö r té n ő  t á r o l á s a  (ez p ed ig  am ennyiben n é r té k e  1 0 0 -as  i l l *  
1000-es nagyságrendű) j e l e n tő s  e lő n y t  je le n t*
A
9 f  
Ъ m
0 , i f
Э ос
= о
д  * '
maximum l ik e l ih o o d  e g y e n le tre n d s z e r  az é s  b e c s lé ­
s e k r e ,  a k ö v e tk ező  a la k ú  le sz s
A ^2  И1 + m2 — ~~7—--------------- X-——
2 0 ^ 2  + n ( 1 — ~^J'p )
oő2 = {±-&C\) £ ^ 2 *  A ♦ В }
aho l
/V Л/ А л»< Л /V
A S s i  - 2 - sP + 2 m2 B1 "
/V A A /s»/ A
+ n (m0В » ®12 — 2 m.2 m2 + ®2 ml
A 2 -e s  index  h a s z n á la tá t  & maxima® l ik e l ih o o d  b e c s lé s e k -
A A
r e  az t e s z i  in d o k o l t t á ,  hogy mQ, oCQ j e l ö l i  az eg y sze rű  szám­
ta n i  közép é s  s z é r i a  k o r r e lá c ió  a lap jáu l k a p o tt  b e c s lé s e k e t ,  azaz




a 12 -  2п(ио ) * »о*»!
»2“ .?n ‘ 2 a - ( * 0 ) 2 +2Í0 . ^ ( n )
M á s ré sz t а Н о )  = x  f e l t é t e l  m e l l e t t i  f e l t é t e l e s  s ü -u A
rü ség fü g g v én y b ő l adódó maximum l ik e l ih o o d  b e c s lé s e k e t  
j e l ö l é s s e l
X I  (n) - 1 ( 1 )  ♦ ( i - £ )  £
»3_ « -— -------------------- ------- -— —
(n+1) ( 1 -  ^ )
Л Л л л
(vegyük é s z r e ,  hogy n , , °<П éa »л , °^ n b e c s lé s e ib e n  k ü lö n -
л o ^ 2  2
külön  i s  s z ü k sé g  van a ^ ( o ) ,  j? (n ) é s  ^ ( o ) ,  ^  (n ) é r t é ­
kekre)*
2 . A k a p o t t  b e c s lé se k  é r té k e lé s e *
Az e l s ő  m egjegyzés a b e c s lé se k re  vonatkozóan a z ,  hogy 
oC К 1 /2  é r t é k e k  e se té n  n é 1 0 0 - tó l  » három b e c s lé sé n e k  v i ­
se lk e d é se  n e »  m utat lé n y e g e s  e l t é r é s t ,  m j ó l  b e c s ü lh e tő ,  aneny-
nyiben a b s z o lú t  é rté k b en  k i c s i ,  v is z o n t  m nagy é r t é k e i  e s e té n
л
b e c s lé s  nem m eg fe le lő *
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1 -h ez  k ö z e l i  é r té k e k r e  »0 caak ig e n  nagy n  m ér-
té k e k  e s e té n  le s z  Jó b e c s lé s ,  v i s z o n t  ° ( 0 t e l j e s e n  r o s s z  b e c s lé s*Л
Az “ í» 0^ !  b e c s lé se k  -  am in t az v á rh a tó  i s  -  v i s e l k e -
Л A
dése h a so n ló  az b e c s lé s e k  v ise lk e d é sé h e z *
ÿ  ^p
Az b e c s lé se k  m indig  jó k  s  a jó  k ö z e l i t é s  m ( l -  *2>
^ c - n é l  (a h o l c ~ 1 0 )  kezdőd ik  (ez  e lm é le t i l e g  i s  v á rh a tó  a c 
k o n s ta n s ra  azonban e lő z e te s  b e c s lé s  nem v o l t  ism e re te s )*  Ugyan­
i ly e n  h a t á r t ó l  kezdve le sz n e k  jó k  az  zu, b e c s lé se k  is *  Lényeges
Л
tu la jd o n s á g a  -n e k , hogy nem l e s z  1 t e h á t  inkább  -  még OC
nagy é r t é k e i r e  i s  -  a l u l r ó l  ad b e c s lé s t*
I s m e r t  m e s e té n  öC - b e c s lé s e  egyszerűbb  f e l a d a t  (a  meg­
f e l e l ő  k é p le te k e t  nem Í r ju k  k i )  m indössze az eredm ények é r té k e ­
l é s é r e  s z o r í tk o z u n k .
Is m e r t  m(+o) e s e té n  az is m e re t le n  -p a ra m é te r i«  a
£  Í M S U - D  £  $ < 1 ) £ (1 - г )
“ ------------------------  , cC*  = — - f
n -1  2 A n -1
Ç  I 11’
n





b e c s lé s e k e t  h a s z n á lv a  s z e m lé l te té s  c é l j á b ó l  bem utatunk n = 5 - tő l  
n = 2 0 -ig  b e c s lé s e k e t ,  kü lönböző  oi é r té k e k r e  ( l á s d  az 1 -e a  m el­
l é k l e t e t ) .
(Az adatok 8 - a s  szám rendszerben  s z e re p e ln e k .)
A b e m u ta to t t  b e c s lé se k  i l l u s z t r á l j á k  a z t  a m e g á l l a p í t á s t ,  
hogy OC * é s  oi *  f ig y e le m b e v é te le  a b e c s lé s e k  jó ság á n  semmit 
sem j a v i t .  U gyancsak l á t h a t ó ,  hogy oC - t ó i  függően v á l to z ik  a 
b e c s lé s  jó s á g a :  k i s  n é r té k e k r e  1 0 -e s  nagyságrendű  "m egfigye­
l é s  szám" e s e t é n  c/C -nak  1 -h ez  (v a g y - l-h e z )  k ö z e l i  é r t é k e i  
e g y á l ta lá n  nem b e c sü lh e tö e k  m eg b izh a tó an . E r rő l  ta n ú sk o d ik  a 
s z e k v e n c iá l is á n  v é g z e tt  b e c s lé s s o r o z a t ,  m ely módszer e g y ré s z t  
■eggyőzőea b i z o n y l t j a  a b e c s lé s e k  in g a d o z á s á t ,  de ezen  tú lm enő­
en  m ódszert s z o l g á l t a t  a szü k sé g es  m egbízható  m egfigyelésszám  
k e re sé s re  i s ,  e z t  a m ódszert a k éső b b iek b en  k i  k ív á n ju k  r é s z l e ­
te ib e n  i s  d o lg o z n i .  0(. k i s  é r t é k e i r e  a b e c s lé se k  m egb ízhatósága  
k ö z e l á l l  a fü g g e t le n  e s e th e z .
Az (mfö£ ) is m e re t le n  p a ram é te rek  b e c s lé s é re  a k ö v e tk ező  
eredm ényeket k a p tu k  ( lá s d  2 -e a  e z .  m e l l é k l e t ) .
A b e m u ta to t t  p é ld ák  e g y sz e rű  á t t e k in t é s e  f e l v i l á g o s i t á s t  
n y ú jt  a b e c s lé s e k  m ilyenségének  v á l to z á s é i ró l .  Ebben az irá n y b a n  
kívánunk a k éső b b iek b en  a m e g fig y e lé se k  é r t é k e l é s i  m ó d sze re iv e l 
-  b o n y o lu lta b b  re n d sze re k  e s e té n  i s  -  f o g la lk o z n i .  Az á l t a lu n k  
h a s z n á lt  e l j á r á s  ALGOL-ban m e g ir t  p ro g ra m já t i s m e r te t jü k  még 
az a lá b b ia k b a n .
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p ro cedu re  ( a , m , b , r , v ) » v a lu e  a ,m ,r*  r e a l  a,m* in te g e r  r*  
r e a l  a r ra y  b* p ro c e d u re  v*
comment y ( z ,n )  e l j a a r a a s  n d b . a ( - l , l ) - b e n  e g y e n le te s  e lo s z la a s u  
v e e le t l e n  szaam ot g e n e ra a l a z v e k to rb a n , 
az a , ж рагаж ееt e r e k e t  b e c s l i  haarom m o o d sz e rre l. 
s t a c io n a a r iu s  a a l l a p o t  e le e r e e s e  c e e l ja a b o o l  e lo eb b  100, a 
b eca leesh ez  f e l  nem h a s z n a a l t  v a a lto z o o  e e r te e k e t  a a l l i t u n k  
e lo e ,  majd a b e c s le e s  10 0 -an k een t fo ly am a to san  to e r t e e n i k  r - ig *  
b eg in  r e a l  u* r e a l  a r ra y  xX l»102, у , sj[l*32» yj.l»22* 
in te g e r  i , k , l , t *  у£22*=0*
f o r  i i = - l , 0 , i  w h ile  i _ r  do b e g in  f o r  l i = l  s te p  1 u n t i l  100 do 
beg in  v (x ,1 0 )*  u;=0* f o r  k i= l  s te p  1 u n t i l  10 do ussu+xj^k^* 
у112*=у1 22* J Í2 2 * = u ü sq rt (0 .3 )*  i f  i = - l  th e n  go to  c*
7^22*« a a y il l+ m a il - а ) +yÍ22* 2 í  t=0 th e n  b e g in  i i= i+ l*
s i i2 * -s i i2 + y i2 2 *  vi52* = y i22 u 2* si22x = s i2 2 + v i3 2 ’ 3i 3 2 ‘ »■ i32+y i 12 a 7 Í 2l
end
end i f  i=0 th e n  b eg in  i i= i+ l*  yX ,l2*= sil2 I =у2 22* vi 22s =*Х.22* ’
si32»=0* fio to  c en d *
b eg in  r e a l  a r r a y  m ,a 2 l:3 2 ’ r e a l  no , am i, am2'
comment az a la a b b i  haarom b e c s le e s  eredm eenye az a,m2l*32*"ban le sz *
mjl2* *sj_ l2 t *
a j l2 := (  s i3 2 -2 u (  i-l)L ta2l202+m 2l2ü( v i.l2 + y i2 2 ) ) / (  s i 22 - vÍ 5 2 - 2 u ( i “1 ) 
- » i U a2+2Q“i i 2 u y i 22 )  ’
a i2 2 i= a l l2 *
f o r  ks =1 s te p  1 u n t i l  10 do begin  m222: = ( y i2 2 - v l l2 +i 1“ ai 22 ) U3i 12 ) 
/ ( ( i - l ) G ( l - a l 2 2 ) ) »
aj.22»=( s i3 2 “ 2L‘ni 22 Uai 12 + ( l - l ) m i 22a2+m l22G( v jl2 + y i2 2 )  ) /
( s i2 2 -y l3 2 -2 u ® i22 u 8 Í U +2Ltai 22 P y i22 +( i - i ) » í2 2 ö 2 ) end
a i3 2 » * aml* = 0 '  аи2:=1*
f o r  кх=1 s te p  1 u n t i l  15 do beg in
■Í32* = ( ai3 2 u( 4 U * y i 22 ) ♦ ( l - ai3 2 )O eD J/( 2Uaj[_32+i( l-aj.32) ) *
f o r
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no » = a i3 l - (  l - а  ( 2 )o2 )□ a U ip f  vÍ2 j.^vl3j.-2C taÍ3lu( -a i2 2 + 2 0 » i3 2 a
s i i 2 - (  i - г  ) Ш13202 ) + s i3 2 -2 tia i3 2 a s i i2 + 4 3 2 a ( vjLU+yiAl ) ♦ ( i - i  ) Q ai32°2
w hile  no_2Q-20 'do b eg in  I f  no 0 th e n  b eg in  a m ij=8^32* 
a : a l3 2 * :?(a®l+am2) / 2 end, e l s e  I f  аХ32=° th e n  b e g in  
a ( 3 ) t o - l *  go to  a n d * comment n in e s  gyoek* 
e l s e  b eg in  am2x=al32* коbo a end  end en d *
: b l i , l 2 » - á * b i i ,2 2 := * i l2 *  b i i ,3 2 «  =ai l2 *  bi i , ^ 2 *  =*I22* 
b i i .3 2 * = a i22*
b i i ,62* =*132* b i i , 72: = ai32 en d • 
cs end en d *
0
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l« sz«  k ié  K é sz íté s
= - 0 ,3 5
n oL 2
5 0 ,4 5 7 (4 } -o ,5 6 3 ( -3 ) ~ 0 ,611 (~ 1)
6 0 ,7 0 1 (4 ) - o ,6 6 ( - i ) - 0 .6 5 Í - 1 )
7 0 ,5 0 (2 ) - 0 ,5 0 ( “1) - 0 ,5 7 ( - I )
a 0 ,5 4 (2 ) - 0 » 6 7 ( - l ) - 0 ,5 4 ( - l )
9 0 ,7 7 (1 ) - 0 ,6 2 ( - l ) - 0 , 56 (^1 )
10 0 ,5 4 (2 ) - 0 ,4 4 ~ 0 ,7 0 (“1)
11 0 ,4 5 (1 ) -0 ,6 2 «0 ,55
12 0 ,5 3 - 0 ,6 0 ( - l ) - 0 ,7 0 ( - l )
13 0 ,6 5 (1 ) 0 ,6 5 ( -2 ) - O ,7 0 ( - l )
14 - 0 ,7 1 ( 2 ) 0 ,6 5 ( -2 ) «0 ,6 4 ( "1)
15 “0 ,7 1 (2 ) -o ,5 3 ( -2 ) ~ 0 ,7 0 (“1)
16 0 ,6 5 (2 ) - 0 ,5 6 ( -2 ) - 0 ,6 ó ( - l )
17 0 ,5 1 (2 ) - o ,5 3 ( - l ) - 0 .7 K - 1 )
18 0 ,4 6 (1 ) - 0 .5 K - 1 ) - 0 ,6 7 ( - l )
19 0 ,4 2 (1 ) - 0 ,5 7 ( - l ) - 0 ,6 7 ( - l )
20 0 ,5 4 (1 ) - 0 ,5 3 ( - l ) - 0 ,6 5 ( - l )
1000 “0 ,4 0 - 0 ,6 3 ( - l ) •O ,6 7 ( —1)
5 0 ,7 0 ( - l )
oC — - 0 ,3
-0 ,7 7 ( -4 ) - 0 ,6 6 ( - l )
6 0 ,5 3 (4 ) -0 ,7 4 ( -4 ) - 0 ,5 6 ( - l )
7 0 ,5 6 (4 ) -O ,6 0 (-5 ) - 0 ,5 4 ( - l )
8 0 ,4 7 (5 ) -0 .7 3 Í -5 ) - 0 ,5 4 ( - l )
9 0 ,5 4 (5 ) ■ 0 .5 K -4 ) - 0 ,5 4 ( - l )
10 0 ,7 7 (4 ) -o ,6 7 ( -5 ) - 0 ,7 0 ( -1 )
11 0 ,6 1 (5 ) - 0 .6 5 U D -0 ,4 3
12 - 0 ,5 4 ( - 3 ) -0 ,5 2 (0 ) « 0 ,5 2
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0 ,4 7 ( -2 )  
-0 ,5 7  
-0 ,5 4  
-0 ,5 6  
-0 ,4 3  
-0 ,4 3  
-0 ,4 5  
-О ,5 2 ( -2 )
- 0 ,5 3 ( - l )  
- 0 ,5 6 ( - l )  
- 0 ,6 3 ( - l )  
- 0 ,5 7 ( - l )  
- 0 ,5 7 ( - l )  
- 0 ,5 6 ( -1 )  
- 0 ,6 0 ( - l )  
—0 ,4 6 ( —l )
-0 ,4 2
- 0 ,7 3 ( -1 )
- 0 , 6 4 ( - l )
- 0 , 6 4 ( - l )
- 0 , 6 4 ( - l )
- 0 , 6 3 ( - l )
- 0 , 6 3 ( - l )
- 0 , 6 3 ( - l )
= +0,777
-0 ,4 1  
-0 ,7 7  
- 0 ,6 3 ( - l )  
0 ,6 3 (—4) 
0 ,6 0 ( - l )  
0 , 5 2  
0 ,4 6  
0 ,4 6  
0 ,4 4 (1 )  
0 ,4 2 (1 )  
0 ,4 3 (1 )  
0 ,4 1 (1 )  
0 ,4 1 (1 )  
0 ,4 3 (1 )  
0 ,4 5 (1 )  
0 ,4 6 (1 )  
0 ,77717







0 , 5 6
0 ,7 0
0,68
0 ,4 2 (1 )
0 ,4 1 (1 )
0 ,4 1 (1 )
0 ,4 2 (1 )
0 ,4 4 (1 )















0 ,4 0 (1 )
0 ,4 2 (1 )
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o6= -0 .7 7
0 ,4 2 (3 ) -0 ,5 7 -0 ,5 7 ( -2 )
0 ,6 0 -0 ,5 4 (1 ) -0 ,6 5  ( -2  )
-0 ,4 7 ( 1 ) -0 ,5 8 (1 ) - 0 ,5 1 ( - 1 )
- 0 ,4 3 ( 1 ) -0 ,4 4 (1 ) - 0 ,6 1 ( - 1 )
-0 ,4 4 ( 1 ) -0 ,4 6 (1 ) - 0 ,7 2 ( - l )
-0 ,6 4 -0 ,7 7 - 0 ,6 7 ( - l )
-0 ,4 7 -0 ,5 7 - 0 ,6 4 ( - l )
-0 ,5 3 -0 ,6 0 - 0 ,6 5 ( - l )
-0 ,4 1 -0 ,4 5 (1 ) - 0 ,7 1 ( - 1 )
-0 ,4 8 -0 ,4 2 (1 ) -0 ,4 5
-0 ,5 3 -0 ,4 5 (1 ) -0 ,5 2
- 0 , 7 5 ( - l ) -0 ,7 0 -0 ,4 5
-0 ,4 1 -0 ,7 1 -0 ,4 5
- 0 ,7 1 ( - 1 ) —0 ,6 8 -0 ,4 4
- 0 , 5 7 ( - l ) -o ,6 5 -0 ,4 5
- 0 .4 K - 1 ) -0 ,6 4 -0 ,5 5
-0 ,7 7 0 -0 ,7 7 1 -0 ,7 7 0



















2> az« k i e g é s z í t é s  











0 ,0 3 3 0 ,033 0 ,0 3 3 0 ,186 0 ,195
-0 ,0 0 0 2 -0 ,0 0 0 4 -0 ,0 0 0 6 0 ,1 8 4 0 ,1 8 4
-0 ,0 1 7 2 -0 ,0 1 8 9 -0 ,0 1 8 7 0 ,191 0 ,195
0,0108 0,0100 0 ,0 1 0 7 0 .2 7 6 0 ,276
-0 ,0 0 4 0 -0 ,0 0 4 4 -0 ,0 0 4 0 0 ,271 0 ,271
0 ,0033 0,0031 0 ,0 0 3 3 0 ,2 4 5 0 ,2 4 5









-0 ,0 3 0 2 -0 ,0 2 6 7 -0,0308 0 ,5 7 2 0 ,5 7 4
-0 ,0 3 6 3 -0 ,0 3 6 9 -0 ,0 3 7 4 0 ,4 8 7 0 ,4 9 3
-0 ,0 1 6 0 -0 ,0 1 4 5 -0 ,0 1 6 1 0 ,5 1 1 0 ,512
-0 ,0 0 7 0 -0 ,0 0 6 2 -0 ,0 0 7 1 0 ,498 0 ,498
-0 ,0 1 2 8 -0 ,0 1 2 4 -0 ,0 1 2 9 -0 ,5 2 5 0 ,5 2 6
-0 ,0 1 9 9 -0 ,0 1 9 6 -0 ,0 1 9 8 0 ,5 2 6 0 ,5 2 8











2 ,1 2 3 2 ,2 3 2 2 ,092 1 ,0 1 0 ,8 7 5
2 ,7 7 6 2 ,9 6 6 2 ,7 3 3 1 ,008 0 ,9 3 6
3 ,2 6 4 3 ,471 3 ,189 1 ,0 0 6 0 ,955
2 ,9 3 6 2 ,9 0 4 2 ,738 1 ,0 0 6 0 ,9 6 6
2 ,3 6 2 2 ,3 3 0 2 ,2 3 0 1 ,0 1 6 0 ,982
1 ,2 1 4 1 ,2 3 6 1 ,243 0 ,9 9 2 0 ,993
3 ,495 3 ,3 9 0 3 ,134 0 ,9 9 0 0 ,997















П 3 100 -2 ,6 1 - 4 ,7 4 -2 ,3 8 1 ,0 0 6 1 ,0 0 0 ,926
a  s  2 0 0 -3 ,0 0 -3 .5 0 -3 ,0 5 1 ,0 0 5 0 ,9 7 7 0 ,951
a  =  300 -4 ,6 0 -3 ,8 1 -5 ,6 9 0 ,9 9 6 0 ,9 9 9 0 ,989
и ш 5 0 0 -6 ,8 9 -6 ,4 5 1 ,000 1 ,000 0 ,991
а  а 1000 -9 ,2 8 - 9 ,2 8 -7 ,2 6 1 ,0 0 0 0 ,9 9 8 0 ,995
а  а  3 0 0 0 -0 ,1 6 1 ,4 8 -0 ,1 6 0 ,9 9 9 0 ,9 9 9 0 ,998
а  я  5000 -2 ,8 8 -4 ,6 7 -3 ,4 5 0 ,999 0 ,9 9 9 0 ,998
m  = 10 о< : =  0 ,1 2 5
л А А
“1 “ 2 т 3 °^1 * 2 * 3
п =  100 10,06 1 0 ,1 5 10 ,05 1 ,0 0 0 ,3 0 9 0 ,2 5 6
а  =  200 9 ,99 1 0 ,0 5 9 ,9 9 1 ,00 0 ,2 7 6 0 ,248
а  =  300 10,00 1 0 ,0 4 10 ,00 1 ,000 0 ,205 0 ,1 9 1
а  *  500 9,98 9 ,9 9 9 ,9 8 1 ,00 0 ,167 0 ,1 6 1
а  =  1000 9,97 9 ,9 8 9 ,97 1 ,00 0 ,092 0 ,0 9 0
а  а 3000 10, 1 0 , 10, 0 ,1 0 0 ,1 1 4 0 ,1 1 4













100 9,89 9 ,98 9 ,8 9 1 ,0 0 0 ,129 0 ,7 0 3
200 9 ,96 1 0 ,0 9 ,9 6 1 ,0 0 0 ,2 2 4 0 ,198
500 9,97 9 ,9 9 9 ,9 7 1 ,00 0 ,233 0 ,227
1000 9,98 9 ,9 9 9 ,98 1 . 0 ,264 0 ,261
3000 10,00 10 ,00 10 ,00 1 ,0 0 0,232 0 ,231
87
m ss 101 CÁ := 0 ,5
Л A A Л A Л
n *1 m2 m3 * 1 °^2 * 3
100 9 ,99 1 0 ,0 9 9 ,9 8 1 ,0 0 0 ,496 0 ,4 1 5
200 10,01 1 0 ,0 ? 10 ,02 1 ,00 0,503 0 ,4 7 2
300 10,00 1 0 ,0 4 10 ,0 0 1 ,00 0 ,497 0 ,4 7 9
500 9 ,99 10 ,00 9 ,9 9 1 ,0 0 0 ,507 0 ,4 9 7
1000 9 ,99 1 0 ,0 0 9 ,9 9 1 ,00 0,518 0 ,5 1 3
3000 9,98 9 ,9 8 9 ,98 1 ,0 0 0 ,525 0 ,5 2 4
5 0 0 0 9,98 9 ,9 8 9 ,9 8 1 ,00 0 ,5 2 0 0 ,5 1 9
m s 10; oL - 0 ,875
100 10 ,17 10 ,1 9 1 ,0 0 1 ,0 0 0 ,8 0 6
200 10 ,04 1 0 ,1 2 10 ,05 1 ,0 0 ,872 0 ,8 0 6
300 10,06 1 0 ,1 0 10 ,06 1 ,0 0 0 ,858 0 ,8 3 6
500 10 ,04 1 0 ,0 7 10 ,05 1 ,00 0 ,8 6 4 0 ,8 4 9
1000 9 ,96 9 ,9 8 9 ,9 6 1 ,00 0 ,8 8 0 0 ,8 4 1
3000 9,98 9 ,9 9 9 ,98 1 ,00 0 ,880 0 ,8 7 8
5000 10 ,03 1 0 ,0 3 10 ,02 1 ,00 0 ,8 6 9 0 ,8 6 8
m г 10; o( = 0 ,9 9 8
100 7 ,60 - 7 ,7 9 7 ,7 3 1 ,0 0 1 ,0 0 0 ,9 7 0
200 8 ,7 4 - 5 ,3 0 8 ,61 1 ,00 1 ,0 0 0 ,9 7 5
300 8 ,5 9 -1 1 ,1 3 8 ,2 5 1 ,00 1 ,0 0 0 ,9 7 2
500 8 ,6 3 -9 ,0 5 8 ,2 5 1 ,00 1 ,0 0 0 ,971
1000 8 ,5 2 —4 ,8 8 8 ,8 6 1 ,00 1 ,0 0 0 ,9 8 9
3000 6 ,8 3 8 ,1 2 7 ,17 1 ,00 0 ,9 9 8 0 ,9 9 6
5 0 0 0 9 ,4 4 9 ,5 4 8 ,9 8 1 ,0 0 0 ,9 9 8 0 ,9 9 7



















m si-1 0 1 oL= 0 ,9 9 8
- 3 .9 4 -3 ,9 6 -3 ,9 3 1 ,0 0 0 ,8 5 4
-4 ,4 1 -4 ,5 2 1 ,0 0 1 ,00
-4 ,5 1 -4 ,5 9 -4 ,5 0 1 ,0 0 0 ,9 4 8
- 3 .2 5 -5 ,4 8 -5 ,2 7 1 ,0 0 0 ,972
-§ ,6 5 10 ,80 -8 ,5 0 1 ,0 0 1 ,0 0
-1 0 ,1 7 -1 0 ,3 3 -1 0 ,1 8 1 ,0 0 0 ,9 8 0
-1 0 ,0 9 -1 0 ,1 0 -1 0 ,0 7 1 ,0 0 0 ,985
- 9 ,4 4 -9 ,8 9 -9 ,5 1 1 ,0 0 0 ,998
m = 1 0 1 0 ,9994
3 ,2 7 -1 5 ,8 5 3 ,67 1 ,0 0 1 ,0 0
4 ,9 2 —4 ,8 6 4 ,55 1 ,0 0 1 ,0 0
5 ,3 1 5 ,8 4 5 ,45 1 ,0 0 0 ,9888
4 ,2 6 1 1 ,0 0 3 ,2 4 1 ,0 0 1 ,0 0
3 ,4 6 3 ,4 3 3,20 1 ,0 0 0 ,9912
8 ,0 5 7 ,8 8 5 ,8 7 1 ,0 0 0 ,9978
9 ,2 3 8 ,6 4 7 ,70 1 ,0 0 0,99889
-0 ,8 9 3 -4 ,6 8 -1 ,7 9 0,99965 0,99965
-2 ,0 1 -5 ,6 6 -2 ,7 6 0,99963 0,99965
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S u m m a r y
N um erical s im u la tio n  o f  some s to c h a s t ic  p ro c e s s e s  o f  sim ple  
ty p e  and th e  E s tim a tio n  o f  i t a  p a ra m e te rs
The aim o f  th e  p r e s e n t  p ap er i s  th e  e x am in a tio n  o f  th e  
s im u la tio n  problem s ( e s p e c i a l l y  on th e  com puter U ra l-2 )  o f  some 
s to c h a s t ic  p ro c e s s e s  o f  sim p le  type and a t  th e  same tim e the  
s t a t i s t i c a l  a n a ly s is  o f  th e s e  p ro c e sse s*
The co m p u ta tio n s  had  double aim: to  p roduce s to c h a s t ic  
p ro c e s s e s  im i ta t iv y  p h y s ic a l  p ro c e s s e s  th e  d i r e c t  ex am in a tio n  
o f  w hich i s  to o  expensive}  on th e  o th e rn  hand we w ish ed  to  exam ine, 
how th e  d i f f e r e n t  m ethods to  produce pseudo-random  num bers meet 
th e  s t a t i s t i c a l  re q u ire m e n ts .
At l a s t  we w ished  to  g e t  e s t im a te s  o f  th e  v a l i d i t y  bounds 
o t  some a sy m p to tic  r e l a t i o n s  too  h a rd  to  examine a n a ly t ic a l ly *  
A n a ly tic a l  ex am in a tio n s  f o r  th e  speed  o f  th e  convergence  o f  
e s t im a te s  in  th e  case  o f  a s e r i e s  o f  in d ep en t o b s e rv a t io n s  a re  
w ell-know n b u t  s im i la r  e x am in a tio n s  f o r  th e  case  o f  dependen t 
o b s e rv a tio n s  a re  n o t known to  th e  au th o rs*
P re s e n t  ex am in a tio n s  a re  r e l a t e d  to  th e  p ro b le m s , r a i s e d  
in  p a p e rs  [б], [?] and a re  in  some sen s  t h e i r  com plem ents.
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O p tim á lis  v e z é r lé s  a t e l e  g rá f  e g y e n le t  e s e té n  perem ­
f e l t é t e l l e l
S z e le z sá n  János
Tegyük f e l ,  hogy egy fo ly a m a to t a
Э 2U ^ Э ц  . 2 Э 2U♦ 2a ----- — + bu -  c —— S- = 0
3 * 2 Э t э 7
í /
о <. X < a , t  >o
p a r c i á l i s  d i f f e r e n c i á l e g y e n le t e t  i r  l e ,  az a lá b b i  f e l t é t e l e k k e l :
и ( 0 , t )  = и ( T  , t )  = 0 
и ( x ,0 )  = 0
3  и
3 t
(x ,0 )  X f(x)
a h o l a , b , c ,  p o z i t i v  k o n s ta n so k . 
T ek in tsü k  a
//
J  ( f )  x  ^ [  q (x ) -  u ( x , t Q) ]  2 dx 2 /
f u n k c io n á l t ,  a h o l q (x ) egy a d o tt  fü g g v én y . 
Legyen az F halmaz a k ö v e tk ező  függvényhalm az
F я
а
f ( x )  : { u ( x , t Q)^ (x) dx = A j
о
3 /
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F e la d a t :  K eressük meg az F halm aznak a z t  az e le m é t, am elyre a 2 /  
fu n k c io n á l minimumot v esz  f e l .
T é te l :
Tegyük f e l ,  hogy q (x ) é s  9  k o r l á t o s ,  é s  fo ly to n o s
(0  ú X 4 'k ) ,  é s  tegyük  f e l ,  hogy a f e la d a tn a k  e g y e t le n  m egoldása 
l é t e z i k .  Akkor a m egoldás:










Tn ( t 0') J ( j 9  ( x ) s in n x  dx) s in n x  dx
B iz o n y ítá s :
Ism e re te s  C i l  , hogy az 1 /  d i f f e r e n c iá le g y e n le t  megoldá­
s á t  az a d o tt  p e r e m f e l té te le k  m e l le t t
u ( x , t )  = bn Tn (* )
n = l
nx
a d ja ,  ah o l
bn = f ( x )  s in  r x  dx
4 /
é s
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- i ah (a 2-b - n 2c 2 ) ^  t  ha n2c2 < а2-Ъ
te - a t
- i, —a t  # 2  2 y. 2 \ 2 , i 2 2  i 2 \\ e  Vn c ♦ b — a ) s in  [n  c ♦ b — a ) t
у 2 2 s 2 y.ha n c /  a — b
M int l á t ju k  az f ( x )  v e z é r lő  függvény а Ьд eg y ü tth a tó k b an  s z e ­
re p e l}  e z é r t  a 2) fu n k c io n á l minimumát eredm ényező f ( x )  függvény 
m e g h a tá ro zásá t az a lk a lm as  bn e g y ü tth a tó k  m eg h a tá ro zásá ra  v e z e t ­
jü k  v is s z a .
Vegyük { 4 /  v é g te le n  s o r  r ó s z le tö s s z e g é t  a t Q pon tban
N
n= l
E rre  a ré s s ö s sz e g re  vonatkozóan  a fu n k c io n á l
dx
l e s z .  A f e l t é t e l  a la k ja
N
<^(x) bn ®n( V  3Ln “  ^  = A
n=lc
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T e k lá tsü k  a J ^ ( f )  fu n k c io n á l t  a e g y ü tth a tó k
fü g g v én y ek én t. A lkalm azzuk a Lagrange m u l t ip l ik á to r o s  m ó d sze rt, 
v ag y is  k e re ssü k  a
.(N) (b , •  » V )  = í  -  и b T n  n (*o>
n = l





bn Tn ( t 0 ) s in  nx dx -  A)
függvény minimumát a b ^ , . . . , ! ^  e g y ü tth a tó k ra  vo n a tk o zó an . A 
s z é ls ó é r té k r e  vonatkozó szü kséges f e l t é t e l  s z e r i n t  a b ^ , . . . , ^  
e g y ü tth a tó k ra  t e l j e s ü l n i  k e l l  az a lá b b i  egyenlőségeknek*
^  J (N) (b1 , . . . , b ^ , A  )
Э ь.
0» i = l , 2 , . . . , N
d j (N) ( b j ^ , . . . , ^ , ^ )
3  /
azaz




b„ T n n <*o> 8 1П  ПХ
II




) 2  bn Tn {V  a i n  “  -  A = 0 5 /
0  n = l
Az  i n t e g r á l á s o k a t  t a g o n k é n t  v é g e z v e ,  e s  f ig y e le m b e  v é v e ,  hogy
I. Г О
(
\ 3 in  n x  s i n  ÍX -  J ~
0 "  I s -
v a la m in t  f e l t é v e ,  hogy ( t Q)
Г
í  F
2 J q (x )  3 i n  i x  dx -  2 —
о
ha n  /  i
ha n = i
4  0 a k ö v e tk e z ő k e t  k a p ju k :
T




\ ( q ( x )  ♦ ^  ( x ) )  s i n  i x  = b [ N^ 1 = 1 , 2 , . . .  ,N
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(NÎ
A k a p o tt  9 - k é t  h e ly e t t e s í t s ü k  be 5 /~be
СГ r—я N Ï
\ Д г ^ (q (x )  + —  9  (x ) j) s in  nx dx) Tß ( t 0 ) s i a  nx dx  = A
о ä=1 о 2
Л
Ebből А  - г а  a z t  k a p ju k , hegy
С  С~N К J




о о—g..««-,.—,.y y n ---
V  T
S  ®n ( t 0 î ^ C ^ Ç ( x )  s i n  nx dx) s in  nx dx
Azt kap tuk  t e h á t ,  hogy az 1 /  d i f f e r e n c iá le g y e n le t  m egoldásának 
N -edik  s z e le té r e  vonatkozóan  a m in im a liz á ló  p e r e m f e l té t e l
r N-x ' q(x) +
X (Ю
Ç  (x)
h is z e n  i ly e n  p e r e m f e l té t e l  a e l l e t t  a
s in  íx i ” i , 2 , . .  » ,N
e g y ü tth a tó k  a d i f f e r e n c iá le g y e n le t  m egoldásának r é s z le tö s a z e g é t  
á l l i t j á k  e lő  é s  m in im a liz á ljá k  a f u n k c io n á l t .
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M egm utatjuk, hogy lim  f^ ,(x) a f ( x )  m in im a liz á l ja  az e re
H —* - o o
d e t i  fu n k c io n á lt*
E lő szö r i s  igaz  u g y a n is , hogy a
U» X W = X . 
к —». ««■
h a tá r é r té k  l é t e z ik *
Ehhez az á l l í t á s h o z  be k e l l  b iz o n y í ta n i  e g y f e lő l ,  hogy
T T
2  Tn ( t Q) Ç ( Ç (q (x )  s i n  nx dx) s in  nx dx 
n a l  О О
l é t e z i k .
A f e l t é t e l  s z e r in t  azonban q (x ) k o r l á to s ,  azaz ( q ( x ) lá
Tígy* í
0
q (x )  s in  nx dx k o r lá to s *
De
r —
N О tr Ш n p á ro s
$
0
s i n  nx dx = ] г ha
L n
n p á r a t la n
E z é r t:
T
£  V V  n í
n p áro s  о
z:
n p á ro s
q (x ) s in  nx dx
n
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De W l «<*( ê  >
í gy J K J J ]  ' W L i Kl  0 - 1  )
n  p à u ? O S  E  П
Hz azt j e l e n t i ,  hogy a
ГГ« TСЧ? /
^  Tn ( t Q)  ^ ( Ç q (x ) s in  шс dx) s in  nx dx
n= l о о
s o r  k o n v e rg en s.
H asonlóan l á th a tó  b e , hogy a t e t t  f e l t e v é s  m e l l e t t
_ T  T
y -' T ^ ( tQ) ( (  ^ Q ( x )  s in  nx dx) s in  nx dx
n= l о о
s o r  i s  konvergens
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U  W  i ( S ^  (x ) s in  nx dx) s in  nx dx 
n=l о о
s o r  i a  konvergens.
B e lá ttu k  t e h á t ,  hogy l i n  Л ^  = Л  l é t e z i k .  V ilá g o s , 
hogy l é t e z ik  а
lim  f N(x ) =  f ( x )  0 4  X h ÎC .
N —i» -o
h a tá x é r té k  i s ,  é s  m ivel
I,
b = { f(x) s in  nxn и j
O
II
Ъ ™  = Ç fj^(x) s in  nx
O




B e b iz o n y ítju k , hogy
n = l 1 2 1 • •• •
lim  J (N) ( f N(x ) )  = J ( f )  
N —>•
Ig az  ug y an is , hogy
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I J (N )C%) -  J(t) ( [ [ q ( x )  -  Tn ( t Q) a in  axj
n= l
00 2 
" ^ q ( x )  "  S  bn  W  Bin “ ]  =
n= l
» N ^
Í  j 2 q ( x )  -  j P  b£N> Tn ( t 0 ) a i n n x - £ |  bn Ta ( t 0 ) sin a x }  
® '  n = l n=JL J
Í
N
S  bn W  s in  nx -  ^  b^N) Tn ( t 0 ) a in  nx 1 dx J 4*
Пш1 D:=l  J
/  •' N ^
6 У í  i 2 ^ x )  -  J C  b<*> Tn ( t o ) s in  n x -  2  Ьц Tß ( t 0 ) s i n  nxj dx  .
Пз1 n= l




ft 2 <bn b (N )) TB( t 0 ) s in  nx + - S '  bn  W  a in  “ J 2 
n=N+l
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Végezzük e l  a n é g y z e tre e m e lé s t
J S 2
) L 2  tb n  - ь1",) w  ain “ J
о n= l
, (k).
Tn ( V s in  nxя г
П а Л + 1
W s in  nx }




é  <bn -  hi*0 *2 TI< ‘ o> * 2 ( { S  <bn -  bi N>) w  3 ib  “ j  •n«l О Del
• { 2  { bn Tn ( V  s in  n x }  + П  £  bn Tn ( t 0 ) s in  nx}" dx
^ nnN+1 о l n=N+l
N
* T. <bn  - b ÍM Tn ( t 0 ) s in  nx ö s sz e g  k o r l á t o s .  A
n « l
oO
Г ' b T ( t  ) s i n  nx s o r  konvergens / a  d i f f e r e n c iá le g y e n le t  meg-j Д  u  О
n= l
101-
o ld á s á t  á l l i t j a  e lő  az ( x , t Q) p o n tb a n / e z é r t  az К m eg v á la sz t­
h a tó  úgy, hogy
>7 bn  Tn { to ) a in  >“  1 •'
n=N+l
le g y e n . Ez v is z o n t  a z t  j e l e n t i ,  hogy
'* . N
2 \ { IC (bn -  bnN )) W  s in  “* } {  H  bn  W  8111 “ )  *
0  n= l n=N+l
M i i :
о n=N+l
bn W  s i n  “ } ebe ó 2 t Kx £  x ♦ |T£
N
A £  4
n « l
-  T2 ( t c ) ö s sz e g e t b on tsuk  k é t ré£ ;zre
N






b (N )j2  ф2 j
n ' n ' о '
N
* Г  (ь„  -  Ь ? > ) 2 €  ( t . )n n '  n o '
П а й .
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Az e l s ő  összegben
lim  b,(N)n ( n = l , 2 , . . . ,n Q)
a l a t t
no
2  íbn -  b £ * ° )2 ( t 0 ) <  < i2 h acsak  N >NX .
h s l
V ezessük be a
n ax  (b -  b iNb 2 = K~ n n 2
a  énáNо





<bn -  bi ’° > 2 T2 ( t o ) , S '
n=n
Tn ( * . )
Ha a 2c 2 ? a2 -  b ebekor
Tn  < V  < n e  ♦ b -  a
oO
ée  Így a 2 ?  Tn ( t o ) s o r  ko n v erg en s, 
n= l
m ert egy konvergens so r
r a l  a a jo r á lh a tó .
E z é rt van  o ly a n  nQ , hogy
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S  «S«t . )   ^ £ ,
n= n
N
így Z  (bn -  bi N>) 2 тп<*о> á  *2 £ 3-
n= n
Legyen N > max (N^, n Q) .  
Azt k ap tu k  t e h á t ,  hogy:
J (N )( f N(x ) )  -  J  ( f ( x ) ) |  é ? K 0 ( 2 ^  Kx £ ,  + ?  Ó ,2 + £ 2 + K2 £ 3)
azaz
llm  J (N )( f N(x ) )  = J ( f ( x ) )
N —^  »о
V iszo n t
(q (x )  + (•> (x ) )  á  J ( g ( x ) )  N = 1 ,2 , . . .
a h o l g (x )  egy te t s z ő le g e s  m egengedett függvény , a z é r t
J  {q (x ) + Q  ( x ) )  á J ( g ( x ) ) .2
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Irodalom :
Cl] H.F. W einbergers A F i r s t  C ourse in  P a r t i a l  D i f f e r e n t i a l
E q u a tio n s  ( B la i s d e l l  P u b l. Comp.
New Y o rk -T oron tó , London, 1 9 6 5 ).
S_u_m_m_a_r_y_
O ptim al c o n t r o l  in  case  te le g r a p h  e q u a tio n  w ith  boundary c o n d i t io n .
L et us suppose  t h a t  a p ro c e s s  i s  d e s c r ib e d  by th e  p a r t i a l  











O < X ^  (Í , t  > 0 .
w i t h  th e  f o l l o w i n g  c o n d i t i o n s :
u ( 0 , t ) = u( к , t )  
u ( x , o )  = 0
( x , o )  = f ( x )
Э t
where a ,b ,c  a re  p o s i t iv e  c o n s ta n ts .  
L e t us c o n s id e r  th e  fu n c t io n a l
F
J ( f ) ( [ q ( x )  -  u ( x , t Q) ]
о
2 dx 1 /
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where q (x ) i s  a g iv en  f u n c t io n .  L e t th e  s e t  F be th e  fo llo w in g  
f u n c t io n  s e t
Prob lem : L e t us f in d  t h a t  e lem en t o f  F s e t ,  f o r  w hich  th e  
f u n c t io n a l  1 /  re n d e rs  th e  minimum.
We have o b ta in e d : L e t us suppose t h a t  q (x ) and (~> (x ) a re  
bounded and l e t  us suppose t h a t  th e  p rob lem  has one s o lu t io n .  
Then th e  s o lu t io n  o f th e  p rob lem  i s :
о
f  ( x) = q (x ) + Ç  (x )
2
where
X. n= l__________ о 0
^  w  i ( i 5 (x )  s in  nx  dx) s in  nx
n = l о о
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E g y en le tek  m egoldása s z a k a sz o n k é n ti p e r tu rb á c ió v a l«
k re y  Tamás 
1 . § . B evezetés*
A N ew ton-R aphson-féle  u n . é r in tő m ó d s z e r t  i l l *  különböző 
v á l t o z a t a i t  ú ja b b an  egyre gyakrabban a lk a lm azzák  nemcsak eg y en le ­
te k  gyökeinek , hanem á l t a l á n o s  o p e rá to re g y e n le te k  m ego ldásainak  
num erikus m e g h a tá ro zásá ra  ( 1 .  p l .  [ l]  ) .  A f in o m í to t t  e l j á r á s o k  
á l ta lá b a n  ig en  g y o rsan  k o n v erg á ln ak  -  ha e lé g  jó  k ö z e l í t é s b ő l  
tudunk  e l i n d u l n i .  A g y a k o r la t i  f e la d a to k n á l  azonban éppen ez u tó b ­
b i  j e l e n t i  a le g sú ly o sa b b  p ro b lé m á t. J ó l is m e r te k  p l .  az a lg e b r a i  
e g y e n le te k n é l a Newton-módszer a lk a lm azása  so rán  f e l l é p ő  j e l e n s é ­
gek (1 . p l .  [2 ]  ) .  Ez az oka annak, hogy az eg y en le te k  z é ru sh e -  
ly e in e k  num erikus m eg h atáro zásá ra  még o ly a n , l á t s z ó la g  so k k a l mun­
ka igényesebb  m ódszereke t i s  igénybe v e t t e k ,  m int p l .  d i f f e r e n c i á l ­
e g y en le te k  num erikus in te g r á lá s a  (1 . p l .  [3 ] ) .  Az a la p g o n d o la t:  
az y = f ( x )  k a p c s o la t  m inden o ly an  sza k a sz o n , ah o l f  m onoton, 
egyérte lm űen  m eghatározza  az in v erz  x = g (y ) k a p c s o la to t  i s ;  em el­
l e t t  i t t  g d i f f e r e n c i á l h a t ó ,  ha f  i s  i ly e n ,  és ek k o r
o ly an  k ö z e l í t é s e ,  am elyeket f  egy monoton szak asza  k ö t ö s sz e , 
é s  f  i t t  d i f f e r e n c i á l h a t ó ,  továbbá y = f ( x ) ,  akko r xQ k i s z á -
é rv é n y e s . Ha t e h á t  x a k e r e s e t t  xQ z é ru sh e ly  egy
dx __1 ; x  = x ; y = yA A
dy 7 4 7 )
m ith a tó  a
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k e z d e t i - é r t é k  problém a y  = 0 - ig  tö r t é n ő  num erikus i n t e g r á l á s á v a l .  
S a jn o s , a lg e b r a i  e g y e n le te k n é l -  k ü lö n ö sen  ha valam ennyi z é r u s -  
h e ly re  szükség  van -  még az a követelm ény  se b i z t o s í t h a t ó ,  hogy 
x^ é s  xQ ^ minden i - r e  egy-egy  közös monoton s z a k a sz ra  e s s é k .
E z é r t  a f e n t i  e la p g o n d o la to t az a lá b b i  módon p ró b á ltu k  t o ­
v á b b f e j le s z te n i :  a m egoldandó e g y e n le te t ,  i l l .  r e n d s z e r t  egy t  
p a ra m é te r  függvényévé te s s z ü k , é sp e d ig  olymódon, hogy t  egy 
r ö g z í t e t t  é r té k é n é l ,  t  = t Q- n á l  le g y e n  ism e rt a v á l a s z t o t t  a la k ,  
4f ( x , t )  valam ennyi m ego ldása , t  egy  m ásik r ö g z í t e t t  é r té k é n é l  
v i s z o n t ,  p l .  t= t^ - n é l  vf) ( x , t )  éppen a megoldandó e g y e n le t te l  
leg y en  azo n o s , azaz le g y e n
4*(x , t ^ )  = f ( x ) ,
továbbá  a
f ( x , t 0 ) = 0
e g y e n le t  m ego ldása i leg y en ek  Xq ^,X q 2 , . . . , X q n* ЕЕЕог “  amennyi­
ben m in d en ü tt d i f f e r e n c i á lh a t ó ,  a
f ( x ( t ) , t j  = 0
a zo n o sság o t k i e l é g í tő  x ( t )  függvények a
S f  3 f  d x  -  n
0  t  0  x d t
( 1 )
d i f f e r e n c iá le g y e n le t  m eg o ld á sa i; ha t e h á t  e z t  a t  = t Q; x в x^ 
k e z d e t i  f e l t é t e l  m e l le t t  num erikusán  in te g r á l ju k  t  = t ^ - i g ,  akkor 
x ( t^ )= x Q ^ é rv én y es  l e s z .  A f  függvény m eg fe le lő  m eg v á la sz tá sa
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0  Фb i z t o s í t j a ,  hogy ( 1 ) num erikus in te g r á lá s a  so rá n  a — -  = 0  f e l -
0  X
t é t e l t  k i e l é g í t ő  h e ly e k e t e lk e r ü lh e s s ü k .
G y a k o r la t i la g ,  a lg e b r a i  e g y e n le te k  m egoldása so rá n  e z t  a 
következőkép p ró b á ltu k  b i z t o s í t a n i :  a m egoldandó P ^ tz )  = 0  egyen­
l e t  z é ru sh e ly e in e k  v isz o n y la g  durva k ö z e l í t é s e ib ő l  m e g k o n s tru á l-  
tű k  a C ^fz) = » (z -z ^ )  p o lin o m o t, i l l .  az K ^ ^ z )  = Pß (z )  “
-  (^ ( z )  k ü lö n b s é g e t .  E zekből k o n s t ru á l ju k  a
^ ( z . t )  = Од(г) + Ькп -1 и ;  + V ( t )  [  ^ ( z )  + Rß - 1 ( z ) J  ,
függvényt ;
Y ( t )  i t t  t e t s z ő l e g e s ,  ö ts z ö r  fo ly to n o sa n  d i f f e r e n c i á lh a t ó ,  a 
^ ( 0 ) s sV ( l)  = 0  f e l t é t e l t  k i e l é g í t ő  függvény , am elyet az in ­
te g rá c ió  s o rá n  szak aszo n k én t k o n s tru á l tu n k  t (T )  p o lin o m ja ib ó l 
dinam ikus p ro g ram o zássa l olymódon, hogy | 3 "^ | a l e h e tő  le g ­
nagyobb le g y e n , de a ^  ( l )  = 0 f e l t é t e l  i s  b i z to s i t ó d j é k .  A 
v á l a s z t o t t  m ódszer v is z o n y la g  magas fokszám u polinom ok, s ő t  á l ­
ta lá n o sa b b  o p e rá to re g y e n le te k  e s e té n  i s  nagyon jó n ak  b iz o n y u lt  
m indaddig, amig nem k e r ü l te k  egymáshoz nagyon k ö z e l a z é ru sh e ­
ly e k . B o n y o lu lt szű rők  m ére tezése  so rá n  azonban o ly a n  2 8 -4 0 -e d -  
foku polinom ok z é ru sh e ly e in e k  m e g á l la p í tá s á t  i s  e l  k e l l e t t  v é -  
geznünk, am elyeknek 7 - 7 , i l l .  1 0 - 1 0  z é ru sh e ly e  eg y m ástó l 1 0  ^ -  
-10  tá v o ls á g b a n  fe k ü d t .  I t t  -  a num erikus i n te g r á lá s  so rán  
a K unge-K utta m ódszert h a sz n á lv a , v á l to z ó  lé p é s k ö z z e l -  már k b . 
1 0 ^ - 1 0 ^ számú r é s z in te rv á l lu m r a  k e l l e t t  a 0  = t  = 1  i n t e r v a l -
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lum ot f e l o s z t a n i ,  hogy a z é ru sh e ly e k e t 5 -6  é r té k e s  je g y re  pon to ­
san  meg tu d ju k  á l l a p í t a n i *  Ez p e d ig  még közepes s e b e ssé g ű  számo­
ló g é p p e l i s  nagyon id ő ig é n y e s .
E z é r t  a f e n t i  m ó d szert c é ls z e rű n e k  l á t s z o t t  úgy á t a l a k í t a ­
n i ,  hogy a Newton-m ódszer azon v á l f a j a  á l t a l á n o s í t á s á n a k  le h e s ­
sen  t e k i n t e n i ,  am elynél é r in tő e g y e n e s  h e l y e t t  m ásod- i l l *  maga- 
sabbfoku  p a ra b o lá t  f e k te tü n k  á t  a p i l l a n a t n y i  k ö z e l í té s n e k  meg­
f e l e l ő  ponton* Az a lá b b ia k b a n  ezen  m ódszer l e í r á s á t ,  h ib a b e c s lé ­
s é t ,  to v áb b á  á l t a l á n o s  o p e rá to re g y e n le te k re  tö r t é n ő  a lk a lm a z á sá t 
is m e r te tjü k *
2*§. A R unge-K utta-m ódszer á l t a l á n o s í t á s á r ó l*
A R unge^E utta-m ódszer á l t a l á n o s í t á s á v a l  tö b b  munka i s  fog ­
l a lk o z o t t  (1* p l .  [ 4 , ]  [J?])* Szék azonban e ls ő s o rb a n  az e l j á r á s  
fokszám ának n ö v e lé s é t  v i z s g á l t á k .  Az a lá b b ia k b a n  o ly a n  irán y ú  
á l t a l á n o s i t á s s a l  fo g la lk o z u n k , ah o l nem é r in tő e g y e n e s e k k e l ,  ha­
nem é r in tő p a ra b o lá k k a l  o p e rá lv a  k o n s t ru á l ju k  meg az in te g r á lg ö r ­
be p o n t j a i t .  [ 5 ] a l a t t i  munkánkban má r  s z e r e p e l t  i l y e n  je l l e g ű  
á l t a l á n o s i t á s ,  de nem s z is z te m a tik u s a n  h a s z n á l tu k .
T e k in tsü k  t e h á t  e lő s z ö r  az
± = f ( t , x )  (2)
d i f f e r e n c iá le g y e n le te t  é s  tegyük  f e l ,  hogy a t e k i n t e t t  ta rtom ány­
ban  f  e lé g  so k szo r fo ly to n o s a n  d i f f e r e n c i á lh a t ó .  Ekkor x ( t )
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d if f e r e n c iá lh á n y a d o s a i  a D s  —— + f  —— o p e r á to r r a l  k i f e -
Э t  Э х
je z h e tô e k  ( oC p l .  [5 ] ) .  M inthogy azonban a D o p e r á to r r a l  kap­
c s o la to s a n  tö b b  u j fo rm u lá ra  i s  szükségünk l e s z ,  a v e le  kapcso ­
l a t o s  fo rm á lis  s z a b á ly o k a t az a láb b iak b a n  ö s s z e f o g la l ju k .
D magasabb h a tv á n y a i t  a
t f1*1 = D“  —  ♦ f  D11 J L  (3 )
3 t  Э х
r e l á c i ó  révén  é r te lm e z z ü k . íg y  r e k u rz ió v a l  a
Э t  Э *
+ f цП-1
Э 2
9 t  dx
+
+ f * 2
Q  t  Э
£
э  X*
= О*“ 1 ♦ 2 f p - i
Э 2
*9 t á x
♦ f 2 D0" 1
3 2
r e lá c ió r a  ju tu n k ,  ha f e l t e s s z ü k ,  hogy a s z e re p lő  p a r c i á l i s  d e r i ­
v á l ta k  fo ly to n o s a k , é s  ig y  a d i f f e r e n c iá lá s o k  s o r re n d je  f e l c s e ­
r é lh e tő .  Ha t e h á t  к  é n - r e  még é rv én y es  a
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* М 5 ) ^ - k U * ( Ï )  f D “ + l' k  .
(4 )
Э к Э  k
4 S )  ^  ^  э Т % 7 .......... ( ï j ^ ^ a ?
r e l á c i ó ,  akkor ( 3 ) - a t  ú jb ó l a lkalm azva
jjU+1 ^ k j QŰ+l-k-1 3 k+1
a  t k t l
f jjD +l-k-1
3  k+1
э ? э г
í ( ! )  * © . f 2 Dn+1 -k-1 3  k+1к - l  3 _2 + **• +a  t ^ a
■{ ( Ï )  * ( r ï l ) ]
^r+1 jjU +l-k-1 Э k+1
9 t k- ' a * r r t
+ • • • +
( * )  f k+1 D0*1“*“ 1
Э k+1
á t ­
a d ó d ik , é s  Így  -  a b in o n c iá l i s  e g y ü tth a tó k  ism e rt tu la jd o n s á g a i  
m ia t t  (4 ) é rv én y es  k+1 4  n + l- r e  i s .  íg y  a D°= I  r e l á c i ó t  i s  
fig y e lem b e  v év e , a (3 )  -  (4 ) fo rm u lák  a la p já n  (k+ l= n+ l v á la s z ­
t á s s a l  é lv e )  Dn+1 a D o p e rá to r  fo r m á lis  ( n + l) - e d ik  h a tv á n y á -
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v a l  azonos k é p l e t e t  eredm ényez. T e l je s  in d u k c ió v a l m ost már
azonnal b e lá th a tó »  hogy a Dn o p e r á to r t  ö s sz e g re  i l l .  s z o r z a t r a
dnépp úgy k e l l  a lkalm aznunk , m in t a -----o p e r á to r t .
d t11
V alóban, Пз1 e s e té n ,  D d e f in í c ió j a  a la p já n
é s
é rv én y es .
D(a+b) = Da + Db (5)
D (a .b ) = aDb + bDa (6)
Tegyük f e l ,  hogy n=N-re még é rv ényesnek  b iz o n y u lt  a
i l l .
D^(a+b) = D^  a=D^b (7)
D ^(a.b) = ( q^  a.D^b + ( j )  Da.D1*"1 b + . . . +  Da^D 1*“1 b +
+ . . .  + b . # a  (8 )
form ula i s .  Ekkor ( 3 ) ,  i l l .  ( 7 ) - ( 8 )  f e lh a s z n á lá s á v a l  
DN+1 (a+ b) = bF —  (a+b) + f  D1* (a+b) =
Э t Э *
a + fDN _ l a + d N Э b + f D N ^ _ b =
Э  t  Э х  9  t  0 x
.  D**1 а + D ^ 1 b
i l l
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D“ " M = 0 ^ ( a b ) t f b " |  ( С 1 . ъ )  =
= D N ( b | f  + a . | | ) + f D N ( | ^ , a | ^ )  =
= ( S ) b b MJ t  + C ) D b D NH| 3 ,
+ f ( S ) b b | s  f ( ï ) D b i r f ^ . ■ • ■ '« ) , “  l>"b *■
■ ' ■ О Ш  »■- *
^ ) QD“ | rb t f ( ? ) D o D N-, | ^  + •• ■ • • т а й л -
= (o)b Dm a  + { (« )+ (")} Db DNa +{(
* - •  ► { ( ? ) + « ) }  D %  D «  + ( No ) a b NM b ,
é s  ezek  a b in o m iá lis  e g y ü tth a tó k  jó l i s m e r t  tu la jd o n s á g a i  s z e ­
r i n t  a z t  m u ta t já k , hogy (7)» i l l *  (8 ) n=N +l-re i s  é rv é n y e se k . 
E s z e r in t  (7 ) és ( l9  minden N -re t e l j e s ü l .
Ugyancsak t e l j e s  in d u k c ió v a l ig a z o l ju k  a
D d ^ g ) = Dß+1 g 4- n Df iP' 1 Qr (9 )
Э х
r e l á c i ó  é rv é n y e ssé g é t i s .  V alóban, n = l- r e
ъ ъ  , . r  3 f á
3 t 2  3 t  Э х  f  9 í  3  Л
Э г<£ 
9 t  Э*
э£_
Э х  Э X
Э 2э
Э X2 ^ • b f
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azaz ekkor (9 )  é rv é n y e s . Ha »=N -re már ig a z o l tu k ,  ak k o r (3) 
a la p já n




t f . N. Df  bN'( |!S + bf. dn | ±  „
с) X <Э X
- D ^ V  N.DfDN| f  * t ) f b N| ^ - t ) " 4V ^ 1 ) D f I ) | á
te h á t  (9) é rv é n y e s  n=N +l-re i s .  íg y  (9 )  n minden é r té k é r e  
ig a z .
T ek in tsü k  m ost (9) h e l y e t t  a D ^D g) k i f e j e z é s t .  (3 ) 
s z e r in t
D^Dg) = (Dg) + f  (D g).
3  t  O X
Mármost D d e f i n i c i ó j a  s z e r i n t
э Ч
a t 2
r  r  э Ч _  . 3 £  = г ч Э ^  , I s :
3 1 3  x 3  t  Э x  3 1 3 x
Э £
3 t
i l l ő
Э Ч  , г  3 > 4  Э -f Э  ^  r \ 5 3  . f L Í  Э
= 3 t 3 x  ' Э * 2 Э х  Э х  " D 3 x  3 x  3 x
Ezeket h e l y e t t e s í t v e ,  é s  ( 7 ) - e t  i l l .  ( 8 ) - a t  f e ln a s z n á lv a
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Df-(!>*)■ D - t l k  - à t f U Ü + f  1 й *  +
t Dn-' 3- t (f E  ) * f  >n и 3^  Cf B  ) ■ b" f?  V D" (f  §» ) -
= D" | Î  t f  Dn| â  t (y)D fbn-H| i  + (2 )D*f Dr2| f  * ■ • • +("„)D"f- &
O  X
- t r V ( W ’‘,! ï  +(2)t>2f D"'2 f f  + " -(5) | f  if f  («*)
i s  é rv é n y e s .
A fe n t ie k e n  k iv ü l  szükségünk van a
f  ■ a ! (11)
továbbá  a
3 2  / Л  \ Г.3'*  ,  o 2 f  t  
97« <b9>*Da ?  ^ Э х  ' э « 1 f  57« 3 x (12)
i l l .  á l t a lá b a n  a
Ü? ( b q )  = D + ( п \ Э £ _  Э 9r
Э л п u  3 x n + \il 2 x 2 x"
/w .\ Ъ  í  .
W  3 x "
/  n 'j 3 2f
V 2 / 3 x 2
s-\ *■ ~ ^
d
Э л  n_'< 
(15)
r e l á c i ó k r a ,  amelyek t e l j e s  in d u k c ió v a l, a f e n t i e k  m in tá já ra  
könnyen b e lá th a tó a k .
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Végül f e l  k e l l  h a s z n á l n u n k
a l a k ú  k i f e j e z é s e k e t  i s ,  a m e ly e k e t  nem adunk  meg -  b o n y o l u l t s á ­
guk m i a t t  -  z a r t  a l a k b a n ,  hanem s z ü k s é g  e s e t é n  ( 1 3 ) ,  (Ю )  i l l .
(8)  r é v é n  k é p e z ü n k .
Mármost f e n t i  r e l á c i ó i n k  k ö z ü l  (9 )  a l a p j á n  az x ( t )  = f ( x , t )  
d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t  á l t á l  m e g h a t á r o z o t t  x ( t )  függvények  maga­
sabb d e r i v á l t j a i  a D o p e r a t o r ,  i l l .  a g = f  h e l y e t t e s i t é s  
r é v é n  m e g h a tá r o z h a tó a k ,  é s p e d i g
X = f ;
X = Df;
X = D(Df) = ű^ f  + f ’x  Df ;
X = Dx =Dí f+3D fD f , x+f»xD2f + f » x  Df;
X = D4 f + 6 D f D 2 f ’ x + 3 f x x ( D f ) 2 + (14)
+ 4D2!D i  ’x + 7 f ’x D f x ' D f + f ’x D ^ f + f D 2 f + f » x 5Df;
s t b .
A v á l a s z t o t t  z l t  = h - h o z  t a r t o z ó  к  növekményt; a Runge-  
K u t t a  módszer m i n t á j á r a  h e l y i  növekményekből a l l i t j u k  e l ő ,  e z e ­
k e t  azonban k ö v e t k e z e t e s e n  l e g a l á b b  m ásod fokú  a l a k b a n  v e s s z ü k  
f e l ,  é s p e d ig  o lymódon,  hogy  к  é s  ó x  a h mennél  magasabb
h a t v á n y á i g  e g y e z z é k  meg. öhhez  a k i i n d u l á s i  b á z i s p o n t b a n  a
о  r o f
( t Q, x o ) p o n tb a n  f  é r t é k e  m e l l e t t  i l l .  é r t é k é ­
r e  i s  szükségünk  v a n ,  hogy i g y  Df i s  k é p e z h e t ő  l e g y e n ,  -özek
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ré v é n  e lő s z ö r  m eghatározzuk a k^ i l l .  к* növekm ényt a
-  h f  о +• t1 D f °  ■*' °  из ki3 -P x ; o Dfo t  CX ^  к ^-f x 0^ D fe +
+ < * «  ь -  f ' " : 2 D fо (15)
\ c *  = k fo  + ° г г  bZ Dfo + a 2 i  к3-ГХЦ° D fo  + 0 2k D-fo*
( 16 )
a la k b a n . I t t  a 0 a lsó  in d ex , а ( t o ,x Q) h e ly re  v o n a tk o z ik , 
k-^  а к  k i a l a k i t á s á r a  s z o lg á ló  s ú ly o z o t t  k ö z é p é rté k  egy ik  
elem e, végü l k* a r r a  s z o lg á l ,  hogy a következő seg éd p o n t 
( t^ jX ^ ) h e ly é t  k i j e l ö l j ü k .
A to v á b b i köz é p é r t  ék-képző elem ek m eg h a tá ro zásán á l már 
több  u t a t  k ö v e th e tü n k ; u g y an is  a (t-^x -^) p o n tb e l i  f ^ ,  t o ­
vábbá f  , Df és  f  s e g i t s é g é v e l  f e lé p i th e tü n k  h -b anО О а у о
magasabb fokszám u k ö zép é rték k ép ző  e le m e k e t. Lényegesen több  
s z á m itá s i  munkával azonban f  , é s  Df, f e lh a s z n á lá s á v a l  i s
X  $ JL X
m eg teh e tjü k  e z t .  U tóbbi m ódszer egy szem pontból m ég is  e lő n y ö s­
nek fog  b iz o n y u ln i ,  e z é r t  i ly e n  t ip u s u  fo rm u lá t i s  le v e z e tü n k , 
íg y  p l .  negyedrendű fo rm u lá t é p íth e tü n k  f e l  a
Ц  = h f  о t  с ц 2 h 1 Dfo  + a H3h 3 f  л, о D f o  t  D f 0
k / =  E H h f o  + a i£ 
t ,  = t o  + Ь 3
h ^ D f o  + a 2S h 3 f  X D f o  + Q2í, h “ f D f o
(17)
x , » x o + Ц  *
k 2 .  h f 4 + q 32 h 1 1 a „  ь г f f o ) ,  h j f  ;  о ( f ,  -  f0
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r e a p ,  a
k 2 = hf., + Qi 2 *°DfH+cxi3 b3f  x.-i DfH 4- a 31f h4-^ H
( 18)
módon*
M indkét fo rm u la t ip u s  h a s z n á la ta  e s e té n  az 1 indexű  
( t . i .  a < 4 - 1  ) p o n tb e l i )  é r té k e k e t  az (x Q, t 0 ) p o n tb e l i  d e r i ­
v á l ta k  s e g í t s é g é v e l  k e l l  k if e je z n ü n k , hogy к é s  h í  e g y e z te ­
té s é r ő l  gondoskodn i tu d ju n k . E c é lb ó l  k J  - o t  a
k J  « E1h f0 + ©  ( h ; f ) (19)
a lakba Í r j u k .  Ekkor -  f e l t é v e ,  hogy í  e lé g  so k szo r fo ly to n o sa n  
d i f f e r e n c iá lh a t ó  -
f ( - f  (to t  E(hj До V 
<-© f x , o  + J j C f t j t . o
E <h p .  + ® (w ) í ) ) . f .  + E 4h ( í J ie + f . f i ie )
E , V t  2 E , h ( E , h f o  + ©)  f  t,x,0 +(E©fo .© /fx ^ o V
-  ahol a 0 In d ex  а ( t 0 ,x Q) h e ly re  v o n a tk o z ik , am elyet a t o ­
vábbiakban e lh ag y u n k , ha ez  nem v e z e th e t  f é l r e é r t é s r e .  F e lh a sz ­
n á lv a  t e h á t  a D o p e r á to r t  i s
í l  = f ( to  + E H h j X0 + E h f  + ®)  - 
= f  + E ^ h D f  + © f x  + 2T ё / h2D2f  + E^h<S)t)f 'x +
+ JT © 3 -f * * *  * E /h T C T -f  + J i  Ei 3 h 3 (M) E>3 |T X ' + . . .
( 2 0 )
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H asonlóképp -  bár e r r e  eg y en lő re  csak  a m ásodik t ip u e u  fo rm ulák  
H a sz n á la ta  so rán  le s z  szü k ség  -
D f ( t o  + Е > j xo + E , h f o  + © )  = D f  + E , h D ( D f ) + ® ^  ( D f )
+ ^ E /h î Di (Df) + EHh© D (|; (bf))+l-@î3-Ç (Df ) f
+ j r  E J3 h 3D3( D f )  + j i  E 2 b 2 ©  D 2 [ J i  ( D f ) ]  +  • • • •  (2 t)
i l l .
XotE^h-fo -f © )  = -p x E ^ h D p x ' t  (§)• -pxx +■
+ y  b 2 DZ-f X t  h  0  D f  XX 4- • • • • (22)
Ezek f e lh a s z n á lá s á v a l  t e k in t s ü k  e lő s z ö r  a (17 ) t ip u s u  f o r ­
m u lá k a t. F e lh a sz n á lv a  ©  r é s z l e t e s  a l a k j á t
hf\ - h f  -t- E4 h2 Df 4-fx ( 0 2 2  h3D f + а гз h^f'x Df +
t  Û »  h'fïb f t -)*7  Е /  b3 D2f  t  E, h 2 D f  X (o 22 b1 D f  +
Í-Q 23 h3f x D f v . . . ) + • • •  - t - ^ ' E ^ h <rD3 f  + "* ( р з )
a d ó d ik . E s z e r in t  -  к é s  A x  ( t o fx0 ) h e ly re  v o n a tk o zó  h a t ­
v án y so rán ak  azonos t ip u s u  t a g j a i  e g y ü t th a tó i t  ö s sz e v e tv e  -  az 
is m e re t le n  e g y ü tth a tó k ra  az  a lá b b i  e g y e n le te k  adódnak:
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f  e g y ü t th a tó i :  1 i l l .  R^ + R2
D f e g y ü t th a tó i :  \ i l l .  a^2 R]_ + a^2 R 2  + R2 E 1  
D^f e g y ü t th a tó i :  ^  i l l .  R2 . Í!l_
e g y ü t th a tó i :  ~JTf i l l .  R£ "g 
E k é t  u tó b b i r e l á c ió b ó l
“ 55 * è  R2 El»  azaz 5  = R2E1 
i l l .
a ^  R2 E ^! azaz ^  = R2ER 
A m ásodikat az e ls ő v e l  o sz tv a
Í - h
ad ó d ik . íg y
5  = R2 H *  azaz R2 = Щ  •
íg y  R]_ = ^  •
a12 aj52 csa5í a ^ s o d i k  r e lá c ió b a n  lép n ek  f e l .  Szim­
m etriao k o k b ó l az a^2 = a^2 = a v á l a s z t á s s a l  é lv e
^ « a + ^ r y . ^  = a +  ^ ,
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I 4  Qifift 1
am iből e s  5  “  ^  » T g  8 Iff* ‘  a i2  s  a32*
E2
I ^ f  e g y ü t th a tó i!  i l l .  R2 a^5
íg y
"25 = è a33
azaz
a33 = 5  •
DfDf^ e g y ü tth a tó i!  £  i l l .  R2 a 22 ,
azaz «22 = H • S^“
1
= ÏÏ
1 27 4 9
Ï Ï  * Т б  * 3  =  3 2  *
A három " fe le s le g b e n  lé v ő ” e g y ü tth a tó , a ^ ,  a2^ i l l .  meg­
á l l a p í t h a t ó  p l .  úgy, hogy ö tödrendü  ta g o k a t e g y e z te tü n k  a s e g í t ­
sé g ü k k e l. Egyszerűbb azo n b an , ha zé ru sn ak  v á la s z t ju k  ő k e t. íg y
a 23 = a 24 ~ a 34 =
Végül
f ^  Df e g y ü tth a tó i  ^  i l l .  R^ a ^  + R2 j”a22 + E ^ . a ^ J  
a n lb S l » !  = E '  ^  i a22 * Е1в3 з}  * I  i l  ~  П  { h  * I  * .■M
H
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f ^ 2 Df e g y ü t th a tó i :  ^  i l l .  R ^ a ^  + R2 { a2j5 + a 3 3  * a22 +
1 1 E2 ( “)
+ • Ei  * am iből ai 4  = ^2f • ^  ^  [  a23+a33®22+a34 j
= h  • h  -  t i  • {0+ i  • I + °] ■ §h - §s = 0*
Form uláink t e h á t :
*1 * “ o ♦ fe *Ч> - h  hifi,0
k2 - “ l  * IS  * 4  * i h 2 fi , o ' f l - f o> 
k * 57 h  * 57 k2
Á tté rv e  a m ásik  fo r m u lá t ip u s r a ,  o t t  a 
4  •  “ o * a12h2Dío * a13b 3 fi , o  M o * aW h 4 fi 2o “ o
(24)
k? = E, h f  + a-oh^D f +воz h ^ f ’ *^n Df1 1 о 22 о 25 х ,о  о 24 x ,o  о (25)
к -  = h f, + 8 ьoh^dF, + a l ,  h5f» -.Df, + a ,,. h4f» 2, Df.*52A 23 х ,1 " х1 T °34  “  x , l  "*1
к s  k-^  + R2 k 2
re lá c ió k b ó l  Indulunk k i .  Könnyen b e l á t h a tó ,  hogy a p a ram éte rek  
számia Így i s  csak  negyedfoku  form ula l é t r e h o z á s á t  t e s z i  l e h e ­
tő v é .
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h f^  k i f e j t é s é t  eg yébkén t (20) a l a t t  m egadtuk. H asonlókép
h b f i - h  b f f t o  + l ~ h j  хо + к / )  = Ь2 П-Ро(1 о + -|Ь^>:0 -^Ь^'о4в> =
= hl D f o ^ E > 3 D ( b f ) 0 + ® h 2 2. ( D f )  т ±  Е /  blr t>z ( D f ) 0 i—
= h2 D-fо t E, h3 Dl f o  «■ E4 h3 f ’x , o û { o  + Q» h‘ D fo [D íV o  + í ^ ° ]
z (26 )
i - j -  h‘ [ b 3f  ♦ 2 b f b f ' * * f V c > 4 ' ]
E gy en le tü n k  t e h á t ;  
f  e g y ü t th a tó i ;  1 i l l .  R^ + R2  
Df e g y ü t th a tó i ;  ^  i l l .  ai2 Rl +a52R2 +R2El  
D^f e g y ü t th a tó i ;  £  i l l .  Rg |  * r~  + a^ 2 . E^j
D^f e g y ü t th a tó i ;  ^  i l l .  R2  f t  + a 52 4-1
Az Ej^  = 1 v á l a s z t á s s a l  é l v e , a k é t  u to l s ó  e g y e n le tb ő l
j  + a  г г  j
4  = 7----------------- ; b  + U  a 32 -  3 r  6 a i 2  • а 3г = -  -g*
^  < V t  ■ T 1 « Rr i )
azaz
± ±




e g y ü t t h a t ó i :  —  iH- Zk M q 32 y  +• Q 33 ^  }
a m ib ő l
2Л = T  í _  T2 + ° 53} ;
a z a z
*
Q 33 = 42 *
D f  D f  X e g y ü t t h a t ó i :  - j  ill. ß 2 {  ^  ° 22 + ü 3 2  ( a 22 + E / )  +
+  0 ^ 5  f  1  . E nnek  a l a p j á n
_j_ 5 -j  ^  ^ .2
4- = 6  22 6  -12 ? 6 a *2 = 4- + Ц2 “ 3 > 0 - 2 2  *  5
A to v á b b ia k b a n  é lh e tü n k  az  в £ 2  = ~ а $4 = 0  v a l a s z *"
t á s s a l .
Végül
f x  D f  e g y ü t t h a t ó i :  y  i | | .  R Q -T3 r  ^ 2 Í Q 22 + a 32 ^  + 33 }>
am ibő l
H 2 4 4
T  = a «  + T  “  T  + T2 >
_ 2 ^ - 2 4  -fVO -  5  J _
^  ~ £ 0  = 6 0
i l l .
azaz
e g y ü tth a tó i:  —  ill. O. ^  t  R f a ^ 2 CX 22 + Q 33
f - . ' H ' i ’ s l ,
= 7 Г
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F o rm u lán k t e h á t  i l y e n a l a k ú
= Ь + -g- ь г D f o + eV b3f  x ,°  D f 0 +  ^  h - f ' x%  D f o
* * = h  f  о t | h 2 D f o
k 2 = ь f 1 •~ W ^ K  - 72 ^ f j v  1 (2 7 )
k - T
( k ,  t U j
M egadunk v é g ü l  eg y  e l s ő  t i p u s u  ö tö d fo k ú  f o r m u lá t  i s :
к, = Ь^ о + Q^ b^ Dfo + a 3^ h3f  'xta Df0 + а* h“1 D{0 V
+ ° 4 s ~ h S f * , °  b { o
W * -  E > f o  + b ^ h ’ f 'x .o  b - f o
= h  f 2- + a tt  h  ^  í °  4 ° 2 b b  f XiQ (£> -  f o )  + a 24 h  f X|0 ( f 2 -  f 0 ) 
Ц  * i o  + ^22 f i )  * t>22 ^ D f o  + b 23 h 2 f X(0 ( $ z -  
Ц - h f s  + a 42 h2 D f o  + a 33 h 2 f V (o  ( f z - f 0 )
к  ^ k k  t  r 2 U z + r 5 u 3
a h o l  a  2 in d e x  a ( t Q+E^h; x Q+ k * ) , a 5 in d e x  p e d ig  a  
[ t o +(E2 ^+E2 2 ) ü ;  x 0 +k2 J  h e l y r e  v o n a tk o z ik .
T t t  -  « ( 2 0 )  fo rm u la  m i n t á j á r a  -
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h f 2 . h fo  + E > l b fo  + ( b « b 3f x D f  + b 13hkf ^  D-f) t 
t  ÿ  h3 D!f  + (G, b„2 h* b f  XDf * E, b4S h ’ f'x Dfx Df ) t
t  -J- b ,2 b5 f  "xx (í> {■)*+• •• • + - J b 1'Cl5f  hu h f
d W *  ♦ • • • ) *  %  h * t > 4 + - - >
továbbá - bevezetve az E2^ + E22 * E2 jelölést - argu­
mentuma Így irhatót
í 0 + E2 hj Л0 t E2 h fo * b2(E^ Ei2 + b22) Df f 
+ Ь3 -|**Е22 D2 ( V h3 ( b u  E22 V b23 F j f x  D-f t 
Ьц í 22 D3f  + -y* f  X D2-f + h E4 E22 Df'x
+ b1*(b^  E22 * b2J bu) f x2D(.
Ezért
hfs - h fo * E2h2Df  + Ь3(ЕЧЕ22+ b 22) f  X D f4 +
t b fc|  E22 f  * Dlf  V h ‘ ( b «  E22 + b 23 E , ) C b f  •* 
* bs Ц  EM f '* D3f  t  b s - | i '  b25 f '* ö* f t  b£E, b,2
e22 fx bf X t>f
« ^ г .
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+ h 5 ( b ^  Е 22 + Ь 23 b , 2) f ' x3 +
+ h 4 E 2 F < E2 2 + E 2 b 2 2 ) D . f D ( ' ' x + h 5 - | i 2 E 2 E ^ t f f D f ' x  + 
t  b s ( b <2 E 22 + b 23 E< E2 ) f x D f  * D f  ь  • • • ь
b  h 5 — E222  f  Ь ^ 2 f  *x X ( D f ) 2 b h “ Ц  D 3f  b  
ь  b s  ( E ,  E 22 + b 2 2 ) D - f  D  f  x ь  - • • )  h !  - j í  +  —
Egyenleteink első csoportja 9 egyenletből áll és 9 is­
meretlent tartalmaz; közülük kettő szeparálhatói mert csak e z  
tartalmazza R^-et ill. a^-t. A 7 maradék egyenlet D^f» 
D^f, D4f, DfDf£, DfD2^ ,  (Df)2 ill. D2fDf;J. együtthatói­
nak egyenlőségét fejezi ki. Ezek az egyenletek:
2 2 
J —  p  i i  + p  Ü  6 _ z  г
_ L  _ p  ! i
2 4  " 6
i _  , R  i / + R  b *
420 г 2 4  K S 2 k
■ j -  * R2 E , b u  ь  Q}  E 2 ( E ,  b , ,  + b 22)
^  = R 2 ÿ  Ь , 2 ь  R ,  f  ( E , E „ b  b 2 2 )
2
4 n  k «  . n  CE \ £22  +■ b ü ) 2
4 0  = K2 2 K 3 2
J L  t  p  i i  c  c  
3 0  к з 2 L;? C22
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Tekintsük először egyrészt az első két, másrészt a ne­
gyedik-ötödik egyenletet. Előbbiből
R * E > R » E /  -  -j 




e;  -  t ) 4 4  E* -  3
E Í  E j  ( E j  -  E .,) -J2 E Í  ( E 2 - E 4 )
E / Í t  '  T  ) 3  -  4 E <
E i  E / ( E , - E H) E í  ( E . ' E J
így a harmadik egyenlet szerint fent kell állnia E^ és E^ 
között •
J _  r i  k  Ег -  3 _j_ r ! 3 - b - E i  j _
12  E 2 - E k 12 '  5
azaz a
^ E,E Л  -  F2 ) + 3 (EÍ - E / ) -  f -C E ,-^ )
azaz a
3 ( Е Л + ^  E 2 = у
azaz végülis a
-15(Ez f E , ) - 2 0  E., Ez =12
egyenletnek*
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Az utóbbiakban bevezetve az E^E22 + ^22 = 0 0 r°viditést, 
az egyenletek szerint
R 2 Rj ^ 2 2^—> » 4ő
R* bH2 f R5 e * go =
amiből
p  4 \
1 R3 ^ 2 48 dO ) _ 1 5 E2 - If
u  ^ E , E 2 (E2- E h) Ri E ^ E í-E,)
W -  5 E,
R j  E i í E ^ - e J
vagy R2 ill. R^ értékét helyettesitvés
ь -<2 Е ^ - г е Л 3*s —, E4 ( A-- 5E^)
12 4-0 4E2 - 3 но 4 E z- 3
-12 E i ( f f E i - í t ) _ 3 E2 C5E г -
“ - ■ r a  ■ ■ 3-/+E^ но 3-Ц-
Mármost a hatodik egyenlet szerint fenn kell állnia és
ill.
1
Rí R j E 4 e * ( e z- e 4 ) a o
5E ^  J__ A
г -i) ' 2  ( E ^ - E ^  +
i - O 1 J. H I
- « , )  ' 2 ( E 2- E 4) ‘ 1
között az
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azaz a
î { ( 4  -  5 Еч)2 ( 3 -  4  Е ч V  ( 5 Е , -  M U Е2' 3)} 'Л)(Е2- Е,)(3-^Е4)(1,Ег-5)
relációnak is. A műveleteket elvégezve
3  { 0 6  -  «  £ i t  2 5  E<2) ( 3  -  4 E , )  + ( 2 5  E j  -  t O E 2+ 1 6 ) ( 4 E 2 -  3 ) }  =
= 3 { -  A00 E,3 f  235 E j -  -la1* E4 4- <00 Ej -  235 E j  +
+ 1SifE2 = 5 { l 0 0  E j + 1 0 0 E 4E2 +l OOEj  -  2 35 Е , -  
-  2 3 5 E 2 + m } - 2 0 ( - H 6 E 4E2 + 3 2 E 4 + и Е 4 -<3)
Végül rendezve*
3 0 0  E j  + 6 2 D E , E 2 + 5 0 0  E 4z - q i * 5 E 4 - q i * S E 2 + ? 5 2  = 0
Hozzáadva ehhez az első egyenlet 31-szeresét
5 ( E 2 f E  j ) -  5 ( E 2 + E < )  + 6 = 0
azaz
1 0 ( E 2 + E 42) -  1 6 ( E 2 + E , H  12 - 0
adódik. Levonva ebből az első egyenletet
1 0 ( E j  f E 4 ) 2 - 3 l ( E 2 - t - E 4)  +2Ц-  = 0
adódik, amiből
2 0
-  1 Я  -
a d ó d i k . Az + e 2
32 6
2Ö = 5
E • E , -  A ? -  M
42
L-t ‘-2 2 0 2 0 = 2 0
választással az első egyenletből
3
a z a z  é s  E^ az
2  8 3 _
x  -  s  x  f  s  -  0
egyenlet gyökei. Itt x  = 8 + f G i f - 6 0
-10
a z a z
% ' 
E ,  = T  e s E ,  H  .
8 ± 2  
40 ;
V is sz ahe lye tte sitve
í? -  —  
K4 " 2 4 6 6 '
D -  A  
" 42
H 4 2 5
3 . _2_ ‘  2H6
p  -  i -









~ - v  = 2H6 )
3




« ■ E . EЛ
3 1 ( 4 - 3 )
22
i
+  b ^2 ■ ^
9  '
■ s ö  e s
H
5
Végül az utolsó egyenletből
4 0
és




1 1 1 21G
22 " 15 r5e í e 2 15 2?
ДО
2 7  )
és  iqy e 2< - i -  b z2
v é g ü l
b22 = Со t ^ E z2 =
1 3
2 5





_Д0 j_  





Végül Df együtthatóinak egyenlősége alapján
\  = ( R j ,  1" ^ 2  t R 3 )  Q H2 + )
amiből
a  ..
1 0 8 - 7 5  -2?
_ J___n  p _ p p _ i____. 1^5 _ 27_ __
HZ - 2 к 2 СН K3 L 2 '  2 5 216 216
1
36*2 1 6  2 1 6
Újabb 3 egyenlet adódik f£ D2f, f£ D^f és f^ . Df£ Df együtt­
hatóinak egyeztetése révén:
- R 2 ( ° 2 5  ~2 ~ }  ^22  + a :
E-f . n Ez' J
lS5’ ~ Y  + *“35 " T
Í5Ő m R 2 { Q 3 5 - } + R 3 { f  ^ г  +  0 3 3 - б  f C S i ^  }Í20
7
33 6  ■ - 5 6  6
= R 2 [ E ^  + - a i 5  • E i b i 2 ]  4-R* { E h b^2 E22 + b<2 E2 E 22 +■
+ b 23 E hê 2 t ú 33 b <2 t C j 3 ( E 1 E2 E 22 + E2 b 2 2 ) }
E rendszerben 4 ismeretlen lép fel; az első kettőben három, 
így az * О választással ez a két egyenlet:
±  Ой. ±  JL n  ^ 1 Z  Jl ü  40  2 ? 1 n
2Д ~ 2 1 6  2 2 5  +  2 1 6  ' 2 2 5  ' 27  + 2 l S  ' 2 L 35
H - 1 .  . ± . 2 ? a „ +  Í Z .  . J L _ L  . l 0 , 2 7  ± 0
JC ^ 23 ^ 2 1 6  6 I25 1+0 + 216  ' 6  153120 = 21 6 ' 6
ill.










5 X II !?!<
« ■1
T  a 23 C33
4 -1 4 \ 4 л
6 25 6 ' 8 a23 + 6 ‘ 5  C 33
2 ( 5 - A- )  = 2  =25 a 23 + 25 C33 
40 -  fi » 2 =  2 5  Û23 + 45 033
a m ib ő i  CSi=0 ès a 2 3  - ^
Zo
Á t t é r v e  a h a rm a d ik  e g y e n l e t r e ,  o t t  a  b 2 ^ = 0 v á l a s z t á s a a l  
é l ü n k .  í g y
Ьд^ = 0 a d ó d i k ,  f ^ 2 D^f e g y ü t t h a t ó i n a k  e g y e z t e t é s e  az
iT o  = ^ 2  Q 2 ^ y 1 +" R  “J 1 b 23 )
a m ib ő l
2
a 2 4  = 2 5  a d ó d i k .
V égül D f ,  f ^ 2 Df i l l .  1*^ Df e g y ü t t h a t ó i n a k  e g y e z t e t é ­
se  r é v é n  az
5  “ R-{ а чЗ  V ^ 2  {  b tz +  a 23 ^ ^ 2 2 )}
i l l .
J F  = ^  ^ 2  {  b-i3 +  a 23 b^2 4- Е ^ + Р з ^ Ь ^ Е й ^ Ь ^
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ill.
a <5 [a 2S b i3 + а 2ц Ь н2}+'Кз { ( Ь'15^ 22+Ь23Ь12)^ -.
egyenletek adódnak. Ezekből
*15 * - |з
a14  =
*15 “ e  ■
Formulánk tehát
^  = h f ° + j V  ^ D f o - ^ l  h3 f x , o  D f o -  ~  h 4f  x ,o  D f o
= T h f o  +  b ^ D f o
w2 = h f 2 * L  D f o  + £  h2 f  4 o ( f r f o > / 5 h3f ’ , 0  ( f 2- f 0 )
k2 = 4 j f  f* “ f i  f o ) “  ^  h*Dfo
^ = b f i  + 4 b D f o  + ; f j §  и * * § Т £  k 5
( 2 8 )
alakú.
Mindkét tipushoz hasonló struktúrájú magasabb fokszámu 
eljárásokat is könnyen kidolgozhatunk.
Formuláink erejét normál és erősen "meredek" megoldásgör­
bével biró egyenletek esetére az 1. ill. a 2. táblázat érzékel 
teti! Megemlítjük végül, hogy a fenti formulákban t és x  
komplex mennyiségek is lehetnek.
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3» §• Hibabecslés és a formalarendszer további javításaо
A megadott formulák elméleti hibabecslése a Runge-Kútta 
tipusu formuláknál szokásosan használt módon megy; a fellé­
pő konstansok becslésért egy későbbi munkában még visszaté—
trí ink, az azonban részletes vizsgálat nélkül is láthatói hogy 
ötször vagy hatszor differenciálható f(t,x) esetén egy-egy
C £lépés hibája h -nél vagy h -nál arányos* A gyakorlatban 
ugyanis csak ezt az asszimptotikus tényt szoktuk felhasználni 
a klasszikus Runge-Kúttá formulák használatánál is, mert az 
exakt formulákban szereplő állandók csak óriási munkával be­
csülhetők* Uyen szempontból a 2*§*-ban bevezetett ujtipuau 
formulák némileg előnyösebbek, mint az eredeti Runge-Kutba 
formulák, mert a megelőző lépésben számított segédnövekmények 
felhasználásával ötödrendü formulát is készithetünk* Ilymódon 
menet közben egyrészt lépésenként h6-nal arányos hibával 
kell csak számolnunk, másrészt minthogy ugyanekkor egy h^— 
nél arányos hibáju mennyiség kiszámítása is megtörténik, mó­
dunk van a lépésköz szükség ill* lehetőség szerinti menetköz- 
beni megváltoztatására anélkül, hogy a Runge-Kutta módszernél 
szokásos módon ismételten ugyanazon a részintervallumon kel­
lene számolnunk* Sőt ugyanezen növekmények egyidejű felhaszná­
lásával a megelőző alapponttól mért kétszeres lépésközü lépés 
ötödfokú közelítését is meg tudjuk adni* Ezen uj formulák
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l e v e z e t é s e  c é l j á b ó l  azo n b an  szükségünk : v a n  az  a l á b b i  s e g é d t é ­
t e l r e :
1« S e g é d t é t e l .  Az f ( t , x )  fü g g v é n y  l e g y e n  а  ( t 0 , x o ) 
h e l y  e g y  a lk a lm a s  k ö r n y e z e t é b e n  ( p l .  a 11—t Q| É R ;  | x - x Q| á  S 
k ö r n y e z e t b e n ,  a h o l  még j f ( t , x ) |  í £  i s  t e l j e s ü l )  ö t s z ö r  f o l y ­
t o n o s a n  d i f f e r e n c i á l h a t ó .  L e g y e n  h  = R , |k ( h ) j  = S , é s  t e g y ü k  
f e l ,  hogy | x ( t Q+ h ;  x o , t Q) -  ( x Q+k)| = 0 " ( h ^ )  é r v é n y e s .  É r v é ­
n y e s  e k k o r  az  | x ( t 0 ; x Q+k, t Q+h) -  x Q| = 0 " ( h ^ )  r e l á c i ó  i s .
B i z o n y i t á s :  F e l t e v é s e i n k  é r t e l m é b e n  x ( t Q+h; x o , t Q) -  
-  x Q = x ^ - x Q = k ( h )  + C ( h ) . h ^ ,  é s  i t t  C ( h )  = C ^ f ha  
h Û R.
E m e l l e t t ,  f e l t é t e l e i n k  s z e r i n t  a d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t  a 
t e k i n t e t t  t a r t o m á n y b a n  e g y é r t e lm ű e n  o l d h a t ó  meg, é s  i g y
x ( t 0 ; x 1 , t Q + h ) = x 0
i s  é r v é n y e s .  M in th o g y  p e d i g  f  az  x - b e n  f e l t é t e l e i n k  s z e r i n t  
L i p s c h i t z - f e l t é t e l t  e l é g i t  k i  -  é s p e d i g  t - b e n  e g y e n l e t e s e n  a 
Jt  -  t Q| = R; | x - x o | é S t a r t o m á n y b a n ,  a z é r t  ( L - l e l  j e l ö l v e  
a L i p s c h i t z - f é l t é t e l  á l l a n d ó j á t )
U ( t OJ) X 0 + k ) i 0 t h j - x 0 | = U ( t o ;  X o + U j - f c o + h )  -
-  I к Ч- Л0 -  X i I • e X f L h  -  C (b)<2*{Lb • h Ss Q ( h 5)
( 1 .  p l .  [ б ]  ) ,  a h o g y  á l l í t o t t u k .
-  137 -
E s e g é d t é t e l  f e l h a s z n á l á s á v a l  to v á b b i  f o r m u lá t  adunk  
megs h á rm a t a r r a  a c é l r a ,  h o g y  a í^ 0 »x0 ) b á z i s p o n tb a n  meg­
h a tá r o z v a  az i s m e r t e t e t t  fo rm u lá k  a l a p j á n  a  k ^ ,  k * ,  k 2 n ő “  
v ek m én y ek e t é s  e z e n  a r é v e n  a n e g y e d fo k b a n  p o n to s  к - t ,  t o ­
v á b b á  f e l h a s z n á l v a  a ( t 0 - h ,  x  ) i l l .  ( t Q- 2 h ,  x )  i l l .
( t Q -  x )  p o n t r a  tá m a sz k o d ó  k ^  é s  k 2 - b e n  s z e r e p l ő  t a ­
g o k a t ,  e g y  ö tö d fo k b a n  p o n to s  к - t  i s  m e g h a tá ro z z u n k  ( i t t  t e ­
h á t  f ig y e le m b e  v e s s z ü k  a  l é p é s k ö z - f e l e z é s  i l l .  l é p é s k ö z  d u p l i -  
k á l á s  l e h e t ő s é g é t  i s ) .  M ás ik  három  fo rm u la  r é v é n  p e d ig  -  u g y a n -  
e z e n  a d a to k  r é v é n  -  a  ( t Q- h ,  x ) ,  ( t Q, - 2 h ,  x )  i l l .  ( t Q-  x )  
p o n tb ó l  k i i n d u l v a  h a tá r o z z u k  meg a  t c +h p o n t b e l i ,  x ( t Q+h) 
é r t é k h e z  t a r t o z ó  x ( t Q+h) -  x  n ö v ek m én y t ö tö d fo k b a n  k ö z e l i ­
t ő  k g é r t é k é t  i s .
F o rm u lá in k  t e h á t  i l y e n  a la k ú a k *
Û = R-2 h f _ 2 + (?-, hf_< ^ R 0 h f  о -H h f ч + S-2 Ьг D f - г
t  S o  h  D-po +■ h  f  x,-2 ( f - 2  " f o )  + ^-2,2 Ь  f  X, -2 ( f - í  " -fo )  +
( f i -  f ° )  + T o |(  h2 f ,x , o ( f . 2 ' Ç o ) + T o 12h2f Xio ( f 4 - f (>)  
+ Í0,3 h* f ’X,o ( f ,  - f o ) +  V, h3 f ' x^ 2 ( f )  - f  . ) + ^ >  « W o )
+ (-Г , - - Г о )
i l l
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k s -  Го b  f o  + Г, h  f  ч + r2 h  ç z +• r3 h  f 3 + So ьг D f о + s  z h* b  f  2
+■ t o  b  - f  У , о ( - Г ч ' " - Г о ) + ^ 0 |2 . Ь ^  X^ O Ьг -f4 ^ 0  ( f s ~ - f o )
( 3 0 )
+■ ^ 2  ,1 Ь  f  (Ç a ~ - f o )  ■*" b  f  xtZ ( f i  ■ ■ r ° ) ^ 2 (3 ^ 2f 'X | 2  (fs ~f°) +
I
■rv4h f  X ,o ( f4- fo ) i-y 2 h 3i  x , o ( f 2 ' f o ) W j h 3| ^ 2 f t r i o ^ w h ^ o  f - í \ - f 0 )
ahol az első formulában a negativ indexek vonatkoznak a meg­
előző lépésben! segédnövekményekre, a második formulában vi­
szont ezek - értelemszerűen - a 0 ill. 1 indexet viselik» 
/Megemlítjük, hogy itt a (24) formulákra kívánunk támaszkod­
ni, ugyanúgy lehetne kiépíteni természetesen a (23) formulák­
kal kapcsolatosan is fonomitást./
Először a (29) alatti formulát tekintjük. E formula - 2 
indexű elemei a tQ- h, x helyre vonatkoznak, ahol * 1,
2 vagy ^ - attól függően, hogy lépésköz-tartás, felezés vagy
duplikálás történt-e a legutolsó lépésben, x-et viszont - hogy 
a -2-es indexű tagok kifejtése ötödfokban pontos legyen - az 
1. segédtétel értelmében az xQ helyről a hatványsor negyed- 
fokú szeletéből extrapolálhatjuk, ha xQ ötödfokú közelítése 
x-re vonatkozóan x(tQ)-nak. Ilymódon
x  * )ía - л Т ь  f o  +
о П
Л  .
D f o -------ъ D f o  -  —p — f  x,o D j c2
2 b-
D 3f o  + -Jjr f  x ,o  D2f о + n D f  X, 0  bfo 0f8
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tehát (a 0 indexet elhagyva)
ер1, з
hf-2 = hf(to-'\5''hjXo-tf'hfo + 0  » hf-4?VDf4^5!lf"xDf
A ? V f x D 4 ' +  — V *  t>‘ f  *Z ч
л Г кz, 3 ' I T hЗ.Ц





D‘f  D f ' x  +  ^  f x x  ( b f ) 2 -  V 2' f  Т Г  W *  +
t f v xT" hs
<5
D 4  ± •Z k
é s  h a s o n ló k é p
b1 D f - 2  = V ^ D f  j Xo -  ( о  -V © )  *
- b^DÍ  - ^ b 3 D ( D f )  ♦ ^ У § - к(0Ç.) D f  -  Ç hS| ;  ( D f ) . D 2f  -
* ^ h f
G 3
ß  Э х
f - x  + 2p V ( D f ) -  =
DJ ( D t  З1
« h 1 b Ç  -  &  Ь3 ( D 2f  + f x  b f ) +  b í  (  D f ’x  ♦ Г X1 )  -
-  ^ D 2f  ( D f W f ’ x ) -  ^ f ' x D f ( t > í ' x * í V )  +
+ ^  ( b 3f  * 2  D f  D f 'x  + Г х  b 2f  ) -  ^  [ D l f  X 0  f  +
+ Г х х  ( b f ) S 2 f ’x D f ' x D f >  - ^ [ b V ^ W * *
+ 3 D V t > í ' x  + Í ' x b 4 1 t  • • • =
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-  —  D í ' x b V - ^ V d í d T , - ^ f i x í b f ) 1 
f  ж Di í  - 1  f ,  b f ;  t ) {  -  Ç V „ 3 D f  ± . . .
3
v é g ü l
^ х , - г = f *  b f ' x t  f x x  D-T + ^ r V :  * - ■
Ennek a l a p j á n  s z á m í t h a t j u k  k i  a - 1  in d e x n e k  m e g f e l e l ő  ( t , x )  
h e l y e t ,  A ( 2 4 )  k é p l e t  s z e r i n t  t i ,  Ei  = \  » é s  i g y
b-Á b-z + ^  ^ h ,
to v á b b á
a z a z  n e g y e d f o k u  p o n t o s s á g g a l
x n - x o - ^ h f o  t - J - ^ V b f o - i - A r V D V o - I ^ V f i D f  
+ ^ ^ V D * Í +  b ^ f i b f t ^ ^ V f x  b f í -
+ 2 ^ h f - i  ^ V D í 4 ^ 3h5f ;  D f  -  J ^ V f ' x  D * f  -  2 -  x T 4
D f  4  J  t f V b f  * D f -  2 - ^ r V ú Jf  í . . . .
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+ лГ V Ь f  - ±  ^  V  ^  ^  V f  'x t>f 4 I; -ff V bJf
■ *„ - Ï <^bf t ±  ^ V b f  - 4  W b ' f  - £  f f v n  D f
W f  +  O ' í ^ ^ ' b ' O r x b f ^ h V r D f i
Ennek  a l a p j á n
b f - ч •  h  f о -  i  f f  D f  ♦ ± -  Л ’ Г х  ö f  -  £  f f  V f *  b 2f  f f * 5
w *  W - &  ^  V f д ь* ♦ ^ f f V r ‘ o ^ ^ í V f : Dí »... 
+3L ^ v b 4 _ i _ ^ V b í b f ,  £ 4 ffV t> fx b*f *
* ^  f f  v r  x t > f  '« b f  i  • • - ♦  Z n  f f V f x*x ( t > í ) 1 -  
_ 4 J _  - f fV b f  Dlf x + -•-+- ^ f f  Vb'r*----
384-  ^ -Ю2Ч- ' T 6«НЦ I
t o v á b b á
4 f f W ( b f )  ^ 5hrb ( f ;  (bf))
- Vf b f -  -i- b3 JV f - i  h*ff f V bf + V* o f  A t) i  V
« 142
+£  W ' 1« bf - &  ^  V  Df’* b*f - 4  V t f  tff -  
- J ;  ^  V f D f X Ь f - ^  V f ; s ь ^  4- Л" t
^ b X ^ - ^ V D T x D f
- ^ ^ V c . o ^ - ^ . r V b r x ^ f  ч . . : .
é s  v é g ü l
í v 4 - f i  -~лГьо^ *хь^+^лУ Vbz^ x ± ....
Ami v é g ü l  a z  1 .  in d e x ű  h e l y e t  i l l e t i ,  i t t  a (Z ^ )  k é p l e t  
s z e r i n t  t a t 0 + ^ h 5 x = x o + ^ h f o + h 2 Df
é s  ig y
Ц„ , Wf + f  к bf 4 ^  h*f *' Df + ^-1? Dlf + Щ  bKbf; Df 
v z ö m 1  h S  f  *  X ( h f  ) г +  ï ï ï  h  b  f  *■ i ^ I ,  K b -f< - - t2^ l í h V - f
Ь  £>-{- \&s if 1 é r t é k é r e  n i n c s  s z ü k s é g ü n k .
M ármost e g y e n l e t e i n k  e l s ő  c s o p o r t j a  h é t  e g y e n l e t b ő l  á l l ,  
am elyek  D2 f ,  D ^f,  D4 f ,  D f£  D f, D2 f £  D f ,  Df£ D2f ,  é s  f ^ U ^ ) 2 
e g y ü t t h a t ó i n a k  a z o n o s s á g á t  f e j e z i k  k i :
£
■2' 7. K H ‘ 3 2T - R - * - T -  +  * - i - 7 F  ^ . - â - S - г  С ^ )
2 ^ = K - * V  6  / т  " - н  v~ 3 $ *  >* П * 2 Ч Т  '
r » . , ( - f ) * » H ( - l i V » , S A r F *
+ T ' V  • + т Ч г ■ \  'У + T-Z ,i ( -  т ^ )
2 0 - R.
^  .  D ^  O J L  c
2 t, ^ - 1  • )0 2 .4 '+ ^  Н02Ч- Г  (  ) +
+ 1 - 2 ,1 • ( " T ‘ ) + T - 2.2 ( - 7 - ^  T '2,4 T  ^
« Г
-, о  O  7  Г И O  Л. c  2 2 ^ \
" л ^“2 * £ + ^  “H * 3 3 If + Rv  0  + S _2 <5 ) v
J_
3 0
* T - i . . - i - 4 - > r - v ( - 5 - ) * T ' - w ( - * ' r )
Л ?
^  -  л Г  ^  p  и  „  /  Л 5
J K  . r  /  J ’ 5,
 ^ Í? ^ 4 - 0
4Ő = T ; ^  i ö í g  '  14 < ' 2 0 4 *  T
+ T - v ( - f  ) + r - v ( - T ) + T - ^ -  «
S - 2 - ( - f ) ^
г
I t t  a h e t e d i k  e g y e n l e t b ő l  k iv o n v a  az  ö t ö d i k e t ,  a k ü lö n b s é g  
az  e l s ő  há rom  e g y e n l e t t e l  e g y ü t t  e g y  n é g y i s m e r e t l e n e s  l i n e á ­
r i s  e g y e n l e t r e n d s z e r t  k é p e z ,  a m e ly b ő l  R _£ , R_ i*  Ri  é s  s _2 
me g á l l a p  i t  h a t ó  :
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4 S  + 2 ? R 4 - < Э 6 У в - г  = -16
- б к У К - г - У Ъ - А  +2 7 И к+1ПS . г  H G
« S O ^ R - z  П л З ^ К . ,  +  W 5 ß , - 5 1 2 0 J S - i  ’ 2 S G .
~ \ n o S "  R -2  -б л У  * R _ , - 4 0 5  R ( (- 5H2 0 ^ SS .z  = - 2 S G
- é s  e z e k b ő l  a z  u t o l s ó  e l h a g y h a t ó ,  m e r t  nem f ü g g e t l e n  a r e n d ­
s z e r  -  am elyhez  c s a t l a k o z i k  az  e r e d e t i  r e n d s z e r  n e g y e d i k ,  ö t ö ­
d i k  é s  h a t o d i k  e g y e n l e t e .
Ezek a z o n b a n  s z i n t é n  nem f ü g g e t l e n e k ,  m e r t  h a t o d i k  egyen­
letben T_ 2  T_ 2  2 » i l l »  T _ 2  3  e g y ü t t h a t ó i  é p p e n  -  75-----
s z e r e s e i  a n e g y e d i k  e g y e n l e t  m e g f e l e l ő  e g y ü t t h a t ó i n a k .  E z é r t  
az  e l s ő  három  e g y e n l e t h e z  még e g y  n e g y e d i k e t  c s a t o l u n k ,  am ely  
a z t  k ö v e t e l i  m eg , hogy az  ö t ö d i k  é s  h e t e d i k  e g y e n l e t  ne l e ­
g y e n  e l l e n t m o n d ó .  í g y  az  e l s ő  há rom , t o v á b b i  e f ü g g e t l e n s é g e t  
m e g k ö v e te lő  e g y e n l e t b ő l  R_2 * R_j_, é s  S_ 2  m e g á l l a p í t h a t ó ,  
( s ő t  a = 1  e s e t b e n  R_^ s z a b a d o n  v á l a s z t h a t ó ,  p l .  0 - n a k ) ,  
m a jd  a n e g y e d i k  é s  ö t ö d i k  e g y e n l e t b ő l  a  T_ 2  T- 2  2 ’ T - 2  3 »
a m e ly ek  k ö z ü l  e g y e t  s z a b a d o n  v á l a s z t h a t u n k .  í g y  а  = 1 ,
e s e t b e n .л Г = 2  i l l .  л !Г =  I
R
“2 490
R - l  = ф  
R = 3 9 6 ?
1 G6I5
l l l e  "  4 9 3 6
i l l .  = 0
i l l  -  W 2 *4 6 3 3 5
i l l .  . - - * t
\ 2  b
i l l .  = ф
i l l .  = ^ f3 3 7 5i l l
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4 A 4
S—2 = -140 111• = m ill. я - j y
T-2,l = 0 ill. = ф ill. я ф
T-2,2
6 2  
s 235 i l l  -  i 2 s111 • -  ~3025 u i.  = _ l02^  8 7 5
T 0 , ASG m . =--^ QA Ul. .  --2,3 735 0075 2 G 2 5
A fentiekbe* csatlakozóan f ill. Df együtthatóinak azo­
nosságából RQ ill. S0 is megállapítható. Valóban:
1 я  Rg R^.2 + 1 +
ill.
\  R,. -fr + So * S-; •
Innét
•ИЗ i l l .  . « в и р Р9111. я ----
2 7 0 2 6 4 3 6 0 4 3 S
U l .  ШМ 9 ü l .  я - 1 -4 80 87 42о 9 0
Újabb három egyenletet kapunk f’I^f ; f*Df ill. f*D^fJL Jw A
együtthatóinak egyeztetésekor:
+  T -Z ,1  ' T  + T^
СУ>г <yi 2-
, *r . t -  . y  9
+ 1 0.1 • о ^  0.2. ' +  I - «  • ~
У
b 2 ‘ 32
T  ^
4  T 2,3  • 3 2 "  4
3 2 <V 3 2
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4





R r â - ^ s . -2  ' C - v T )
+  T - ¥ • ( - л У ) + Т _
Л  1  
2,1 • 4 4 ^ ) + T - 2 , i  ‘
3
4 +-




■ R - i -
л Г  O ■и лУ ***
+ R ,  Ф  4  S
,  s z
4 2 0 2 4 -  +  R -< 4 9 2 -2  • ( -  —  '  G
+  ^ - 2 , 4
i - T '  + T - 2 , .  ' (
ЛЛ 3
> â  ) +  T -A 3
9
4 2 $
( - T ) + V - ( -
^  W t  •
3 8 4  '  V
9  .. 
4 2  2
+•
a l a p j á n  
62
T° » i  = ~-\5kbS
°»2 “ -15 4 35
S4 04 
T° » 3 ‘  4 5 4 3 $
i l l .  = 3 S
§ 0 ?  
3bbT~S~
. J g 2  21+
X S  * 2 $
6  2$  3  6  10  5*  2  Ц-
i l l .  = -------------  i l l .  = --  ?r-
2 9 9 4 4 ^
3  9 8 2 9  Í G 4 - Í G
i l l .  = —------------  i l l .  = ---------------
2 9 9 4 4 $  2 1 S G Z S
Ú jab b  e g y e n l e t  a d ó d ik  Df^. Df e g y ü t t h a t ó i  e g y e z t e t é s e  
s o r á n :
4 2 0
R _ . ^ +R- v t t f +R- ^ 4 F V
л Г 1 У
2 > ' t - m ( - , 4 î  ï f J V i 4* T - w ( -  .
f T “.> ( f i t } '  V ‘
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a m ib ő l
V -  ^ Q<^ —
1 "  1 2 Ъ Ы 0
i l l . Ф
(oG'l
ъ ъ о т -so
A k ö v e tk e z ő  k é t  e g y e n l e t  f ^ 2 Df i l l .  f ^ D ^ f  e g y ü t t h a t ó i '  





+  T -2 ,i  ' 2  +  r - 2 , i  3 2
9£>
л У 1
2 . 2 '  —  +■ Т -
л ?
■2 ,а 3 2
° ,1  32+■ ■ — + ТАЛ ■ — +• Тлг • ТГ~--*■°tJ 3 2
* + V*. (-^ ) + V,. -%
i l l .
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a m ib ő l
V,
q s <31£С± 4 1  -
2 "  24-0-Í 4 0 9 5 0 4 - 3 “ 3 G 4 - S “OOÜ
4 6 2 4  3  
3 " g G H ^ G O
S 0 0 5 3 G
i l l .  = ----------------
3 2 9 U 2 2 S -
„ л 4 3 0 2 2  £
' m m s w
V , =
V égül f ^ D f  e g y ü t t h a t ó i n a k  e g y e z t e t é s é v e l :
-I „  ■h ^ 1'
П О  = W 'z '2.4- 
лУ 1
+  R h  +  R  а - Ф  +  S h  - ( - - g )  +
^  \  - r -  ( ?  --- I
“g" ' + To, \ ) + 4» • Ф  +
■ 3 2  
a m ib ő l
4- Vv  - 2 -5 32 + V2 -
W = ф  i l l .  as i l l .  = Ó
^  3 2 9 t f 2 2 S :  ^
F o r m u lá in k  t e h á t  l é p é s t a r t á s  (iT = 1 )  e s e t é n :
|< £  - 0 , о т С « > 1 + £  h f _ 2 + 0 | M 8 5 1 8 S b ( o  +  ? < 3 9 « Ц Х « Ь ^  +
+  0 , 0 2 > Ш Ш  Ьх Ь ^ о - 0 р 0 } Ш 2 № ^ Ь { - г~ V ^ i S S V v h 1'
f C f  и  '  f o )  -  0,2S2,OGU b ^ ; . z ( f - f e)-0pOW»6 í  t  W 
h^ ,x , o ( Í H ' f o ) + ' 0 | l t i tgXSG&Z^í 'Xi0. ( í . ( - ( ' 0 ) V a
+ 0,*6*у1*9П Кг  i 'x,Q (•(, - f o )  4 O.OiSHOSM h ^ 'x ^ - i  '
*:
>
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•( - fo) + 0,0381-32>8GO h3f ’xjo ( i - 2 - ^ o )  +•
+ 0 ,0 4 S V S tZ 5 h 1' Î ' x , o ( Ç , - f o )  )
l é p é s f e l e z é s  e s e t é n  [ S  = 2 ) î
r-qOOiSltgSSG^ bÇ^2 +• 0,i*0GO485 Ь^о + О^ЗЬ'ЫОбУл^ _ 
- 0 (0 0 l ! b G S G b  Ьг 0 ^ 2 vO vO S m 8 $ ä b 1 D ^ o  - 0 v0sO24V33>Vi\Ç 'х^ г ( £ ,  -_Ç ^_
-  OjObbttS Я02И (  ^ -г  ( {  '-PoV 0|00S14Z>4S 1г»г^ о (-Р.г_ -Ço) +• 
4 -0 ,2 1 2 ^ 9 4 -  b2' f V voC r-l - i o ) ^ 0 kl3>29^G0>H"i'<1o C - f r - f o ) + 0 , 0 ^ ^ ^ û 3  
h^'^o ( f-г -f.)»0.«WK5S> W ^ o  f t ,  - < . ) - O^WísWlty&ff,-f.);
l é p é s d u p l i k á l á s  e s e t é n  (лУ= 1 /2 )  î
к = -0,-192 h f - 2 + O .S ^ S íS S I S b fo  + O ^ O G S m h ^  -  0 ,04Ь г b - f _2 f  
+ 0 , 0 ^ 1 1  baD f o  -  \4 ? Q 2  25 bl f  *x . 2 ( T _ - f  о ) - 0 Ш ) С ^  ЬгГ ' _I ' * X î *
f f ,  ■ -Г“ ) -  О ,о го в 2 0 б 5 *  Ц . г- f 0 ) ,  ^ а д м « » h ^ ' v . o ( 4 V f ° V
+ 01M 5 S 2 t « h z f ,x-,o f t H- f o ) +  0 0 0 ,9 9  8 Ш 2 Ь 3 £  - 2 ( 3 3 )
( f . , - f ° b  o ,o < t io 3 2 w v is 4"i i0  f t . 2 - £ , , ) ♦  о ,o s -k < » s s  
b3 f i  C f . - f o ) .
Á ttérü n k  m ost a k _ -b e n  s z e r e p lő  e g y ü tth a tó k  s z á m itá s á -s
r a .  E g y szerű b b , ha i t t  a m eg e lő ző  növekmény l é p é s k ö z é t  v e s z -  
szü k  a la p u l ,  é s  a m ost v é g r e h a j t o t t  lé p é s k ö z t  eh h ez v i s z o n y í t ­
ju k  S  h a lak b an  ( l é p é s t a r t á s  e s e t é n  £  = 1 l é p é s f e l e z é s  
e s e t é n  £ =  ^  , l é p é s d u p l ik á lá s  e s e t é n  £ = 2 ) .  I t t  t e h á t  a 
0 in d e x  a b á z i s ,  az 1 in d e x  ig y  a
t  = - t °  + - L  h  3 x  * x 0  +- - ^ - b f  f- l ^ b f a la k ú ,
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és igy
h f ,  . h f  t  - i - v f b í  4 I j b Y . b í *  3 x h V f i ^ - h 4 t > f ;
J L
20M-8 П *  ( b f ^ W \0Z4r
h V f ,
1 1-
A 2 in d exre
h3 . ,  „ h1
t = t . + h - ,  * - - x 0 + b í '  + - | - D f  + ^ b I í i - ^ - f ' x b f
+  ^ D J i 4 ^ f ' x D3f v - f  N W t ^ n ' D Í * - - -
é s  ig y
b f i  .  h f  t  h‘t>í t  4 -  fX  b f  4 £ -  f  > 4 4  £  f ■;b f  f ' „  D3Í  *
4 £  í  X b ' f  4- g  f  ;  b f  « b f  t  £  f  > f  4 o l Í 4  
+ —- bf b f  X t  ~ b l f  D-f X + - J -  - f x x í b - f )  4- g-  D 3 f  +■
to v á b b á
VÍD^.h^f + h3 D(Df)+ £ ^ ( D f ) D f  4 ^ ( b f ) D2f  t 
+ T  ^ ( b f ) f ' x D f ^  b 4 b f ) t  ^ D ( f x ( b f ) ) D f  t  
+ £ b 3 ( b f ) f -  « tfbf +Ksb3í  4- V?f!x Df + bf Dfxt
-  151 -
+ T 1 f i *  O f  t  Z4 D f '*  Dl f  + £  f  * D2f  t  ^  f ' x  D f ' x  D Í  +
+ T  f * Di + ^  D3f ♦ £ i'x D‘i  4- bs Dxf X Di *
Co
i  М П '
+  Y  f  XX ( b i ) 1 +  f  D 4  +  - £ - { > 5 i * . . .
h* ц
és
f ' x  + hDf'x + Y f X X  D f  1- Y  D2f X ■*-•••h  к г г '
Ilymódon a 3 indexű pontra
t  -  l o  +  ( 1  + y  5 ) 10 > ~  x 2 + -2- V iS 'i'i  -I- k f é ^ D - f í .  *
» x e ^  +  ^ J ) h f + £ b f  +  - £ [ > xf * - { f  f ' * b f  t
+ ^ D' f  +
+ Y  ^ h3 f  x Df + J  ^ h4f *  Dlf + y  S ^ i x  Df -*-••- 
+ |  ÍV?D"i + Y á'h',DiDf'xtY <Jws D3f  
+ f  *** t>‘f <■ J f  V f ' x  Df + | i  J V D f  Dfx t
+  6 K S  '” **'*■ D f  + á r  D3f  * á r  ^ ^ f ' x  D 2f  + ••••&k
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+  ( z V  I  * + £  * 2)  ^  ' ,  t > 4  *  ( 4  ■- f ^  f f 1*  W * D f  *
+ ( £ < • *  S r A f f W x b f * -
E s z e r i n t
6Ц-
h f 5 = h ( ' t ( H + i : c y ) h t t ) f t ( i - 4 | < 5 ' + ^ i 2) h J f ' x
* ( z  S l ) *  г* t>‘f  * (*  + â  *
* &  * jr-S *  W ^ * f  *(± * fÍ 4  l í > Y « V f  *
+[(-f «- 1 J  + H<5’1)t 0 + T ^ (e  4 i ' 5’+ +
+(ff * T s ' à  s '} * t>f * h'  02f  +в+1 s)(t  +
 ^ á > 4 ^ 1b f  >* + 0 + T S№ § 3 4  W W *  b zf  ♦
+ T ' ( M 5 n T 5 i ) v í : x í t > f ) S Ú i i í l V b ’ f
-t ö4 i ) ‘( b T ä ' 5i ä > , '>‘f > f * <-!4 £ iV v f ^ .
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Egyenletcsoportjaink ugyanúgy alakulnak, mint a másik formu­
larendszernél; egyetlen változás, hogy hatványsorát a
t s tQ + (1+í )h helyen kell tekintenünk. A z első hét egyen­
let tehát l £ t ,  J ? t , D4f, DfDf£, DfD2f£ ill. f^ÍDf)2
együtthatóinak azonosságát fejezi kií
0  + S)3_ T . J_ .
----- ---------- 1 3 2  + T  T f  J  ' J + S r - -l
„  g i
1 W  ~ +  Tz ' G  + 1 ' + s
в + 1 * ) ъ  ЛA c .  ---
2.
* ^ ---------- t  *f.H2 0 * z O H $
0 + 5 ) ' ^  /Г. 2  У
H2-8 * v  - г + ^ n i ^ X M ^ s S V v - i -  «-
+ 4 < - т  * V <  + V Ő - *
о + з у
3 0
^  T\í-
1 9  , i  +
+ t l ,< ' 32 + ~*-1г  Z + T4 ’
G + Í S )
0»
\^
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0  + ^ ) s  
2 0 4 -1024 + ^ • i  + (iI2 ^ > (ï 4 I Jt-^  J3)+*2•-1
+ *=2,1 • i ‘ + 't 2 , i - x  + Ч з / т О  f i  s  )
О  + 3 y
40
= /Г Sí
л 2 0 4  X 
+ д • "
4
T  + 3 ‘ 2  ^ 2  *
4 . 1
V  2 + V  7
az H í + £
32
r e l á c i ó t ,  to v á b b á  a k é t  u t o l s ó  e g y e n le t  k ü lö n b s é g é t  k é p e z v e ,  
az i s  azon os a h a rm a d ik k a l. Egy e g y e n le t  t e h á t  i t t  i s  e lh a g y ­
h a t ó .  íg y  k ü lö n  k e z e lh e t ő  az e l s ő  három é s  a n e g y e d ik  é s  ha­
t o d ik  a z o n o ssá g á t  m e g k ö v e te lő , továb b á  a n e g y e d ik  é s  ö tö d ik  
e g y e n le t :
2 f  'Г, f z 9G  4£ » -/£ ( - /*  3
2 ?  'Г, 4 £ 4  S2 = (-Í 4 J ) 4
40b  1‘i 4 42 SO t 2 4-12X 0(1 4 ^ -  J / *  ^ t v ^ O  = 2 S G  (-1 - < J ) S 
5 4 0  ^  4 í 2 2Ú 4  l 2 S O( - {  +  2 ^ ) S ^  + S S 4 0  s z  -
-  320(4  4 à")4,  + -12X0 r2 4 12SO (-14 ^ <5’)h 4 3
4
4- S í  2 0  s 2 - 2 S G  ( 4  + J ) s^
am ib ő l a 1 ,  j  i l l .  2 -n e k  m e g fe le lő  é r té k e k
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a m ib ő l
t  -  3 0 ?
2 - 1 ■ ~ H í 5 ’
i l l . 6 3Ï3
Hl<M0
i l l . H3S-S
Г
30 V  
Zit О
i l l .
G 3 * 3
1 9 2 0
i l l .
Z Q 39-
HO
*i l l i l l
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E zek  i s m e r e t é b e n  f  i l l .  Df e g y ü t t h a t ó i n a k  ö s s z e v e t é s é b ő l  
r Q i l l .  s Q i s  m e g á l l a p i t h a t ó :
(■f + < J ) = ' T 0 +  nr.,. + ^ 2.
i l l .
^  2~   ^ = ^  +  T z. "1 ^  0 ^ 3 ‘ ) + S o  'l t S ^ - l
a m ib ő l
Ü t
4 S
i l l .
6 ^ 3
<9
i l l .
3
320
i l l . 629
30
Ú jabb három  e g y e n l e t  a d ó d ik  f*  D f ,  f * D2 f
A  A
e g y ü t t h a t ó i n a k  e g y e z t e t é s e  r é v é n :
i l l .  D^f
0  + <5)3 
G V 5 Г  f  4 -
4
2 + V т 0 ^ - 5 ) 4 s 2 M f
+ 2
z
4 + t 2 1 . -1 + Ч з ‘ 0  +
+ ^ 0(1
3
4 ■ + t 0|1 "I 4 0 *
( U S ) 1*
2 4 ■ Ф +- *2 ' G■ 4  T-,
/  \ 3 T 9
>-<C + J 3 ' n < 4 ) t  s 2
*
9_
31 и  . 1  Ч 2 2 t 4 *  •
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, 9 I ±  I
t  °i4 ’ 2>2 ^  °(2- ' 2 f  t 0,* Ю ч 5 )1 ,
" V  ^  + V  Д ;  + v ( ï i  , ? г )  +  5г  +
^ ' í f f  +  Ч г - ' Т  +  Ч * ' е  O Í  ^ ) 5 +




*0,1 = 32 П ill. 111. = - з д ц  6'ISO T 2 0 0 2H
U l. = ill. = £ i Ü L0,2 n o ^ 2 0 1ST
t„ , - Ш 48ill л ill. - - /<:H^o,3 - Ъ\S г** S 2 T
Újabb egyenlet adódik együtthatói egyeztetése so
rán:
} ß ± _ S ) _ s
П О
+<^ f  5 + l;5't) ] + v ! - + v H  1_Ч,гт +
V ( f n T r > M i + x W
[ | ( 1  + |  J ) 3 +  - j ( U - ^ J )  ]  t  va  ■ y  )
amiből
V5
2 G W  
2 8  8 0
ill. 4 ^ 2 9  
2Ь 0 4 0
ill. -Ю-ЮЗ
3 G 0
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Ú ja b b  k é t  e g y e n l e t e t  s z o l g á l t a t  f * 2 Df i l l .  f » 2 I ^ f  e g y ü t t -a  JL
h a t ó i n a k  e g y e z t e t é s e :
2 h- •*< •
- / 1 Î
+ ' V c r n
+ i °'2
Ч 1 4 
' 2 f T0,b ' T
■ 4
• s f fSZ. 4*
— + t • —2 + 4 *  2
Ы
3
+  • T  + V  T  +  ^ ;
0  + <$)!




f t °f-'Ф  + t 0 | i ' g -  + t 0 ,i ( ? t l < J + 3 l ' í 2 ) f  
+ t ^ '  ^  + * ^ , з  ( ^ Г ? + з 1 ^ г ^
+ U i ' é -  + u ’ ^  4 V  У  i
a m ib ő l
S í i  8<3 2> 2 8 9 0 9  9  >
* " 1 2 6 Ï - 2 0 0
< 3 8 < í 8 = h
i l l .  = — ----------
< 8 0 0V1 * 2 0 - 1 6 0
v 0 = m o i n .  = -  S 1 G S
< 2 .9 0 9 0  i l l .  = -  ---------- a2 -lO S U 4 0 0 > Г
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Végül Df együtthatóiból
■120 = t  -4  + ^  ■ -j ï  ( é t + i  Sz 1  4
+ * o , ,  - 4  + t v - i  + t  Ú(J ■ (■£ +  т 5 + д ^ 4'
■‘ t i . i -  4  +■ t i , i  • 7  + * i , i -  ( c  +
9 - 1 9  3t —  + v L - J  + 32_ 4- w  • ^  )
amiből
w
és igy formuláink: 
lépéstartás esetén
k3 -  3 0 , î¥ O H h f<  - 2 J , G h f i  -2 ,?V 0W i0}V hfo  -  
-  0 , > S S S S  S S S  h1 b f  о + S , í  bl  b f  г. -  U , 2 0 S r f S  0 
И г ^ З О Г Г Ь ^ х , o ( - f t  • f o  ) t 0 1k O C S 4 ' 3 S h Y XiOC f J -  ( 5 4 )
- f o ) - i , > o s - s s - ^ h 1f , x- i i  ( ^ - i ^ + y m S G e h V  x , i  C í t - f - ) *
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lépésfelezés esetén
ks = 0 ^ $ G 2 S h f o t S.Zh-f* Ч,*ГС2ГЬ.р2 - 0(00<ЭЗ>Г 
hz D-Ço tO jS S O G Z S 'h ’- b ^  - G (J W %  ^ ,x(o ( - f i - f o ) + ^ g ^ ^ 0 ^
Ьг f 'x.o ( í i -  f o ) +  0,1>‘ib-Uhif',,o Ь^х.г
(3 5 )
( f ,  - í ' o )  -  5,31*32? 0 8  h Y ' x , 2 ( í 2 -  f o )  1 2 , 2 3  l i t  O Í 4 h 5 
f ' x , o ( í - - W - ^ 2 2 > 2 h 3 f ; i0  ( f , - f 0 )  +
+ 0,1922309 h1* ^  (Í.--T»)i
lépésduplikáláa esetén
ka = -  >3,88888 h f o  + 891,2 8?8SV,Ç, -S12,SViíz -  
- 2 0 , 9 6 6 ő £  W- D f o  + - n > , 4 0 ^ 6 h l -f’x,o ( í  --fo)t
+ 1>2,93 3 3 5 * Т х , о  (•f1- f o ) - 0 ,8 0 l9 0 6 V  h^'x.o ( Í j  - f  o )
- 2 H  ,6hl f'x,г. ( í ( - í o V ^ O i l> h Y x |1( í 2 - f o ) f S i i r ,32611 (í6)
К -f x ,o  ( í ,  -  - fo)  ~ 3 X > ,9 i< 6 S  h s -p x ,o  ( Y “ -?») — 
-2 8 ,0 6 3 8 8 3  h Y 'x . i  ( { < - M .
A fenti formulák alapján mármost a következőképpen jár­
hatunk elx a kezdőintervallumtól eltekintve - erre még vissza­
térünk - az egyes részintervallumok végpontja és kezdőpontja 
(ill. a megelőző rész intervallum kezdőpontja) közötti függ­
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vényértéknövekmények
Л к °> = <  ( t i  + h ) -  *  ( t e )
ill.
Д  x (^  = У- ( t-, л Ь ) - jc (4L- ^ h  )
számára két-két közelítés áll rendelkezésünkre, -et
ti. az ötödfokú pontosságú к és a ne gye df okú pontosságú к 
közelítésben is ismerjük; A  Jc^ -t viszont a (4Ö-v^hj io *b) 
intervallumot egy lépésben áthidaló ötödfokúén pontos к ésШЛa megelőző lépésben számított ötödfokú pontosságú és a
Лк összege is közelíti. Kettős ellenőrzésnek is alávethetjük
tehát A  pontosságát és ennek révén h megválasztását,
л
Egyrészt I к - к I elég pontosan jellemzi к hibáját és Így
általában nyugodtan tekinthetjük elég sokszor differenciál-
лható f esetén к hibája "erős” felső korlátjának. Másrészt 
a klasszikusan alkalmazott hibabecslő módszer mintájára a
A x í  * • O ^ ) 6 + k r
А  к 1 = Cz • + Q
A  KCt) -  Oa, • (  ■+
relációk felhasználásával a szokásos módon, C^, és egy 
közös C-vel való helyettesítése révén adódik hibáját-
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n a k  b e c s l é s é r e  а
6^Г5 + 1 5 5 1,'+20-9'5 + 1 5 5 'г + 6тУ '
r e l á c l ó o  На t e h á t  h i b á j á t  a
H * m a x  { I  Ù -к  1}  (G„ У \ 2 0 » У +  б л Г ) ' |Crtî-l< ,|]
r e l á c i ó v a l  b e c s ü l j ü k ,  a s z o k á s o s  e l j á r á s n á l  lé n y e g e s e n  b i z ­
to s a b b a n  b e c s ü l j ü k  f e l ü l r ő l  a h i b á t ,  m e g s z ü n te tv e  a k é t s z e r e s  
l é p é s k ö z z e l  j á r ó  tú lm u n k a  j e l e n t ő s  r é s z é t  i s .  Hogy a  s z á m i tá s  
i s m é t l é s é t  i s  l e h e t ő l e g  e l k e r ü l j ü k ,  h  é r t é k é t  a s o r o n k ö v e t— 
k e z ő  lé p é s b e n  l e f e l e z z ü k ,  h a  H a m e g e n g e d e tt  h ib a  ^  - s z e r e ­
se  f ö l é  n ő ,  é s  c s a k  a k k o r d u p lá z u n k , h a  H a m e g e n g e d e tt  h i ­
ba ----- a d  r é s z e  a l á  c s ö k k e n . I ly m ó d o n  a k l a s s z i k u s  m ó d s z e r­
n é l  ad ó d ó , j e l e n t ő s  tú lm u n k a  n a g y r é s z é t  m e g t a k a r í t j u k  é s  á l ­
t a l á b a n  n a g y o b b  b iz to n s á g g a l  d o lg o z h a tu n k ,  m in t a  k l a s s z i k u s  
e s e tb e n .  Az e x a k t  h i b a b e c s l é s r e  e g y  k é s ő b b i  d o lg o z a tb a n  még 
v i s s z a t é r ü n k ;  ez  azo n b an  c s a k  e l m é l e t i  é rd e k ű  k é r d é s ,  h i s z e n  
j ó l i s m e r t ,  h o g y  a  g y a k o r la tb a n  az ig y  adódó  b o n y o l u l t  b e c s l é ­
s e k e t  nem t u d j u k  h a s z n á l n i .
Ami a k e z d ő  in t e r v a l l u m o t  é r i n t i ,  o t t  c s a k  a m e g a d o tt
A
ö tö d fo k ú  p o n to s s á g ú  к  é s  к  e l t é r é s é r e  s z o r í t k o z h a t u n k ,  
i l l .  s z ü k s é g  e s e t é n  a f é l l é p é s e s  s z á m i t á s i s m é t l é s s e l  e l l e n ő r i z ­
h e t jü k  к  p o n t o s s á g á t .
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M e g a d o tt f o r m u lá in k  c s a k  m in tá n a k  s z á m í ta n a k ,  h i s z e n  
h a s o n ló  e l v e k  a l a p j á n  ö l e lk e z ő  f o r m u lá k r a  tá m a sz k o d ó  h a t o d -  
h e t e d -  s t b .  fo k szám u  k ö z e l í t é s e k e t  i s  l e h e t  k o n s t r u á l n i »
E z e k re  e g y  k é s ő b b i  m unkában té r ü n k  v i s s z a .
A k i d o l g o z o t t  fo rm u lá ik  e r e j é t  é s  a  h i b a b e c s l é s  é r t é k é t  
a  3 .  t á b l á z a t  é r z é k e l t e t i  I
4 .  § . A s z i n g u l á r i s  h e ly e k  k ö r n y e z e t é r ő l .
M in t a b e v e z e té s b e n  i s  e m l í t e t t ü k ,  a  z é r u s h e ly e k  k e r e ­
s é s é n e k  d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t t e l  t ö r t é n ő  m e g o ld á sa  e s e t é n  o ly a n  
t i p u s u  s z i n g u l á r i s  h e ly e k  k ö r n y e z e té b e n  okoz a j a v a s o l t  mód­
s z e r  p ro b lé m á ik a t, a h o l  az  ( i ) r e l á c i ó  a l a p j á n  adódó
d x  d t  
d i  *
9 >
e g y e n le t  jo b b o ld a l á n  -n e k  z é r u s h e l y e  v a n . M e g e m lí t jü k ,
Э х
h o g y  g y a k o r l a t i l a g  m ár e z e n  z é r u s h e ly e k  k ö r n y e z e té b e n  i s  k o ­
m o ly  n u m e rik u s  p ro b lé m á k  m e rü ln e k  f e l ,  m e r t  a m e g f e le lő  p o n ­
t o s s á g  e l é r é s é h e z  a s z o k á s o s  R u n g e -K u tta  m ó d sze r a lk a lm a z á s a  
e s e t é n  t ú l  " f in o m "  l é p é s k ö z t  k e l l  h a s z n á l n i .  M in d e n e s e tr e  a 
3 « § .- b a n  k im u n k á l t  fo rm u lá k  i l y e n  p o n to k  k ö r n y e z e té b e n  so k ­
k a l  h a tá s o s a b b a k  m in t  a R u n g e -K u tta  m ó d s z e r .  E z t  j ó l  é r z é k e l ­
t e t i  a  2 - 3 .  t á b l á z a t .  A s z i n g u l á r i s  h e ly e k  k ö z v e t l e n  k ö rn y e z e ­
t é b e n  a zo n b a n  e z  a m ó d sze r s e  v á l i k  b e .
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Az a l á b b ia k b a n  e z é r t  f e l t e s s z ü k ,  h o g y  az 
X = f ( t , x )
d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e t  o ly a n  ( t o ,x Q) p o n t  k ö z e lé b e n  t e k i n t ­
jü k ,  a h o l  f  v i s z o n y l a g  n a g y o n  n a g y , s ő t  e s e t l e g  | f |  —»• *=>0 
ha ( г , х ) —r ( t Q, x 0 ) é s  a m e ly n ek  k ö r n y e z e té b e n  f v i s z o n y ­
l a g  g y o rs a n  v á l t o z i k .  C é l s z e r ű  e k k o r  a
Ш. = f ( í ,x )  =
e g y e n l e t e t  t e k i n t e n i ,  a z a z  f e l c s e r é l n i  -  l e g a l á b b  i s  f o r m á l i ­
s a n  -  a k é t  v á l t o z ó  s z e r e p é t .  A k é t  v á l t o z ó  s z e r e p c s e r é j é t  
a z é r t  n e v e z z ü k  f o r m á l i s n a k ,  m e r t  v ég ered m én y b en  A  t  é r t é ­
k é t  t e k i n t j ü k  a d o t tn a k  é s  А  У к  é r t é k é t  k e r e s s ü k  to v á b b r a
i s .  (I ly m ó d o n  -  ép p en  m e rt a  h a s z n á l t  R u n g e - K u t ta - t ip u s u  e l ­
j á r á s  m agasabb  fokszám u -  lé n y e g é b e n  a N ew to n -R a p h s o n - f é le  
e l j á r á s  m ag asab b  fokszám a p o lin o m m a l t ö r t é n ő  m e g v a ló s i tá s á n a k  
m e g fe le lő  m ó d s z e r r e  j u t u n k . )
A le g e g y s z e r ű b b  l e h e t ő s é g  m árm ost az  a k é t  v á l t o z ó  f o r ­
m á l is  s z e r e p c s e r é j é n e k  m e g v á l t o z t a t á s á r a ,  hogy  t é n y l e g e s e n  a
ï ïx  = T r f e 7  = s ( t , x )
e g y e n le tb ő l  in d u lu n k  k i ,  é s  e r e d e t i  f o r m u lá in k a t  h a s z n á l j u k ,
f ig y e le m b e v é v e  x  és  t  s z e r e p é n e k  f e l c s e r é l ő d é s é t  (e z
Q  Q
te r m é s z e te s e n  a z z a l  j á r ,  h o g y  D h e l y e t t  a  D = ----  + qЭк 4 dt
o p e r á t o r t  h a s z n á l ju l^ .  M e g ta r tv a  а к  é s  h  j e l ö l é s t ,  fo rm á­
l i s a n  a
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Hi =<3ii< + Dqici) к г+ ....
н * =  ( E u <5 ,  + Е ; г ^ - ' - -  + Е и Ч 1 ) к + А > Ь < ^ 1 Л .
H   ^ 2  R i h  ;
fo rm u lá k b ó l  in d u lu n k  k i ,  de nem к ,  hanem  h^ é r t é k é t  v e s z -  
szü k  f e l ,  e b b ő l  s z á m í t ju k  k i  az e l s ő  e g y e n le t  a l a p j á n  к  
é r t é k é t ,  m a jd  e z  u tó b b i  a la p já u l  h^1, hg s t b .  i l l *  h  é r t é ­
k é t .  ( í g y  t e r m é s z e te s e n  se  h ,  se  к  é r t é k e  nem i r h a t ó  e l ő r e  
e l ő ,  s ő t  h  kom plexnek  i s  a d ó d h a t}  é p p e n  e z é r t  nem h a s z n á l ­
h a tó  a k é t l é p é s e s  ö tö d fo k ú  e l j á r á s  s e ,  h i s z e n  o t t  a k é t  l é -  
p é s b e n i  k - é r t ó k e k  v is z o n y á n a k  i s  a d o t tn a k  k e l l e n e  le n n ie *  
(M e g e m lít jü k  e g y é b k é n t ,  h o g y  ez u tó b b i  p ro b lé m a  á t h i d a l h a t ó ,  
m e rt a v á l a s z t á s s a l  i s  é l h e t ü n k . )  J ó l l e h e t  a f e n ­
t i  f o r m u la r e n d s z e r  i s  h a s z n á lh a tó  e l v i l e g ,  l é n y e g e s  h á t r á n y ­
nak  k e l l  t a r t a n i  a z t  a t é n y t ,  h o g y  h  nem i r h a t ó  e l ő ,  e z é r t  
eg y  más m ó d s z e r r e l  é lü n k .  A k é t  v á l t o z ó  s z e re p é n e k  f o r m á l i s  
f e l c s e r é l é s é t  nem a d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t  k ö z v e t l e n  t r a n s z f o r ­
m á c ió já v a l  é r j ü k  e l ,  hanem  az e r e d e t i  fo rm u lá k  i n v e r z i ó j á v a l .  
E közben f e l l é p n e k  ^  d e r i v á l t j a i ,  é s  e z e k e t  h e l y e t t e s i t j ü k  
g d e r i v á l t j a i v a l .
E r e d e t i l e g  t i .
xL ill. (39 Г
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a la k ú  f o r m u lá k a t  a d tu n k  m eg, a h o l  a z  a .  , - e k  á l l a n d ó k b ó l  é s  
az f ^ - k  l i n e á r i s  k o m b in á c ió b ó l é p ü ln e k  f e l ,  az  a^  2 - k  h a ­
s o n ló a n  á l l a n d ó k b ó l ,  D f^ -k  ü l *  ££  j  í f j l  l i n e á r i s  
k o m b in á c ió ib ó l ,  s t b .
M árm ost e fo rm u lá k b a n  e g y f e l ő l  az  e r e d e t i  x  = f ( t , x )  
d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t  n e l y e t t  a t*  * ^  = g ő x , t )  d i f f e r e n ­
c i á l e g y e n l e t  j o b b o l d a l á r a  tá m a sz k o d u n k , ami a z t  j e l e n t i ,  hogy
a s z e r e p lő  f . f ü g g v é n y é r té k e k e t  — - v e i  h e l y e t t e s i t j ü k ,  t o -  
J g j
v áb b á  f ig y e le m b e v e s s z ü k  a
bfj =D (q( ) = g t ^  4 f /9j< y j  ‘  д(ч ( э х ^  +
( 40)
i l l .
2 . ±
3 *  9 j
( 4 i )
r e l á c i ó k a t  ( e z  e d d ig  t e r m é s z e t e s e n  c s a k  f o r m á l i t  á t a l a k i t á s ) ,
«
m á s r é s z t  a z o n b a n  a k . s ' V . f h )  fo rm u lá ik ró l á t t é r ü n k  az  i n -  
. - 1  1 1
v e rz  h  = Y  i  (k ^ )  f o r m u lá k r a ,  é s p e d ig  o lym ódon , hogy  u tó b ­
b ia k  h a t v á n y s o r á t  t e k i n t j ü k ,  é s  a z t  o ly a n  p o n to s s á g n á l  c s o n ­
k í t j u k ,  m in t  a m ily e n  p o n to s s á g ú  a h a s z n á l t  t e l j e s  f o r m u la .  A 
(3 9 )  a l a t t i  fo rm u lá k  i n v e r z  fü g g v é n y é n e k  h a tv á n y s o r a  j ó l i s ­
m e r t  a la k ú  ( 1 .  p l .  [ 7 ]  ) ,  é s p e d ig  a
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k i f e j e z é s b e n  ( a h o l  ° k i  v ag y  k ^ t  v a g y  k * - o t  j e l ö l i )
г
/ -1 . j  . / .  2  a i , 2 - a / , y a ; (j
■ V ő -;« > ' V - s - ?  > * 4 »  * — ^ “ 7 -----------
3 2 V Z.
./ . 5<*i,iQi,2 a ; , i  '  S a , , 2  -  от/, y Q |>  .
^  út i , i г '  a , ; * «
-Q/A q <7 * 3q'7 ~ 2 ' la i / 1 Qj,z a  t,3 1 a j . j a  űz  а , \ г  + ^ / А ; з  .
Qí. 9 i,e " a  . « (^3)
V* ° Ч у
i  Г 2 г * 2 *»
Q/,» j-Sb-a/' iQ/'i  Q,]z - f á a j z  -2 % a is  1,Ь"СЧ , 1  Q / ,6
s t b .  Ha i t t  e lv é g e z z ü k  még az  f - e k  g - k k e l  t ö r t é n ő  h e l y e t t e ­
s i t  é s ó t ,  a k k o r  -  a m in t e z  ( 3 9 ) - b ő i  i l l .  ( 4 3 ) - b é l  l e o l v a s h a t ó  -  
<x£^  ^ i l l .  oC  ^ 2  nem t a r t a lm a z  n e v e z ő jé b e n  g^ t ip u .s u  
s z o r z ó f a k t o r t ,  c s a k  a to v á b b i  t a g o k .  C é l s z e r ű  e z é r t  a  (4 1 )  
a l a t t i  ö s s z e g e t  ig y  a l a k í t a n i :




4 / Ч  т  ■ .m-2 4
$( (•)
(4 4 )
E fo rm u lá k b a n  а  /А; j - k  o ly a n  k i f e j e z é s e k ,  am elyek  á l ­
la n d ó k b ó l ,  a g . - k b ő l ,  D g .- k b ő l ,  g x , . - k b ő l  te v ő d n e k  ö s s z e ,
J J J
é s  k o r l á t o s a k  m arad n ak  / "f j o) |~ *  00 a z a z  — * °  e s e t é n  i s .
M in thogy  a h a rm a d ik  t a g t ó l  k ezd v e  a t ö r t e k  n e v e z ő ib e n  f e l l é p -
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n e k  a  h a t v á n y a i ,  a (4 4 )  a l a t t i  f o r m u lá k a t  to v á b b  a l a k í t ­
ju k ;  az r A v . - t  t a r t a l m a z ó  t a g o t  ( к - u i i  ° U , z ) dr~j <^ l (•) '  7 ' 1 ' U í2-
e g y  a lk a lm a s  á l l a n d ó s z o r o s á n a k  l e v o n á s á v a l  t á v o l i t j u k  e l ,  a 
to v á b b i  t a g o k a t  v i s z o n t ,  a m e ly e k  Д - - n a k  ' r ^ - l - e d i k  h a t ­
v á n y a i t  t a r t a l m a z z á k ,  a
/ I  û , a , z \ ^  ^
( h ?jV; U i ~ / Ч , г  u i )  *м7Гг^
к ;
k i f e j e z é s  a lk a lm a s  ( r - t ő l  fü g g ő )  á l l a n d ó i v a l .  E zen  á t a l a k í t á ­
so k  e lv é g z é s e  u tá n  v é g ü l  i s  a jo b b o ld a lo n  három  t a g  ö s sz e g e  
о г »
m a ra d , a m e ly e k  k ; - e t ,  U • - t  i l l .  á l l a n d ó t  t a r t a lm a z n a k ,  
b a l o l d a l a  p e d i g  a
Ï -
Я 1 ( 0 ° k t - A i t
* i z
(4 5 )
v á l to z ó  h a tv á n y s o r a .  M in th o g y  T  ? ö ( ° U  J  é r v é n y e s  (4 2 ) s z e ­
r i n t ,  s ő t  í j  e s e t é n  i s  é rv é n y e s  m a ra d , a z é r t  ez  u t ó b b i t
a h a s z n á l t  fo rm u la  f o k s z á m á tó l  fü g g ő e n  c s o n k í t j u k .
Ami az  adódó  fo rm u lák ; h a s z n á l h a t ó s á g á t  i l l e t i ,  a z t  k e l l  
m e g je g y e z n ü n k , hogy a m en n y ib en  a t e k i n t e t t  i n t e g r á l g ö r b e  c s a k  
e r ő s e n  m e g k ö z e l í t  e g y  i z o l á l t  s z i n g u l á r i s  h e l y e t ,  v a g y p e d ig  
v a la m e ly ik  b á z i s p o n t  i l y e n ,  de a t ö b b i  f e l l é p ő  b á z i s p o n t  e l ő ­
r e  m e g h a tá ro z h a tó a n  nem a z ,  a k k o r  h a s z n á l h a t j u k  az  e g y sz e rű b b
(2 4 )  -  (3 1 )  -  (3 3 )  t i p u s u  f o r m u lá k a t ,  c s a k  a r r a  k e l l  v ig y á z -
o
n u n k , h o g y  m in d azo k  a k ^  k i f e j e z é s e k b e n ,  am e ly ek b en  
e g y á l t a l á n  f e l l é p  a s z i n g u l á r i s  h e ly r e  v o n a tk o z ó  t a g ,  ^
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t a r t a l m a z z a  a m e g fe le lő  f - é r t é k e t  (e z  a  k ^ - o k a t  i l l e t ő e n  a u ­
to m a t ik u s a n  t e l j e s ü l ,  a  k ^ -k b e n  p e d ig  s z i n t é n ,  h a  a s z i n g u l á ­
r i s  h e l y  nem a 0 in d e x ű ;  h f Q- t  v i s z o n t  s z a b a d o n  c s o p o r t o s í t ­
ju k  a z  e g y e s  k i k h e z ) .  Ha v i s z o n t  b i z o n y t a l a n  a  s z i n g u l a r i t á s  
h e ly e  (2 5 )  t i p u s u  f o r m u lá b ó l  k e l l  k i in d u ln u n k ,  a h o l  e g y -e g y  
fo rm u lá b a n  c s a k  a zo n o s  in d e x ű  h e ly e k  f o r d u ln a k  e l ő .
P é ld a k é n t  az  á t a l a k í t á s  s z e m l é l t e t é s é r e  b e m u ta t ju k  a  n e ­
gye d fo k ú  (2 4 )  i l l .  ( 2 5 ) - t e l  k a p c s o la to s a n  a s z i n g u l á r i s  h e ly e k  
k ö r n y e z e té b e n  a lk a lm a z a n d ó  á t a l a k í t á s t .
M in d k é t f o r m u la t ip u s n á l  k^  é s  k ^  a z o n o s  á t a l a k í t á s b a n  
v e s z  r é s z t ,  m e r t  c s a k  e g y  i n d e x t ő l  fü g g ő  ( a z a z  e g y  m eg h a tá ­
r o z o t t  h e l y r e  v o n a tk o z ó )  ta g o k  s z e r e p e ln e k  b e n n e . Ugyanez ig a z  
a m á so d ik  f o r m u la t ip u s  f o r m u lá j á r a  i s .  E z e k e t  t e h á t  a z o ­
n o s  módon k e z e l jü k :  k i i n d u lu n k  a
k i f e j e z é s b ő l ,  a m e ly re  az  i n v e r z i ó s  f o r m u lá t  a lk a lm a z v a ,  a
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( < ,2 о  ; , з  f  x i i d i ( b f j ( i ) )  5 a \ , z  ( D f i  ( 0  a< >  ,,
V ^ 7 7 T ^  a ; / f , 4 o  '  < « f / w
/ ^ Q |,z  (C>4 jc*))*1 (ŐQi~,zú i> f*.<c.#A'<')) 3a-i.s-fy,i('~j CD(íq))
\  “ ; , U ï t o  V f J )  a v f ^
2H a,',i a.',) f  \ ,f  + . . . .
a l  f/co ‘
r e l á c i ó  a d ó d ik .  E lv é g e z v e  m ost a (4 0 )  -  (4 1 )  a l a t t i  t r a n s z -  
f o r m á c ió k a t ,  a
(
° (  r
+ ^ t- f  —  * •• • 
• 1 l 3
r e l á c i ó r a  j u t u n k ,  a h o l
-7 О I Цo,..3 U .
1,3 + 1' ' ц 1 7
(4 6 )
\
^  s i  + I t t  3
c. оа ‘> /к \l а,-,з ' £ .
r a , ; /  а 1(/  ^  м ' ( ‘ ) b c ^ c » )  ;
-  171 -
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( Ь < ^ ( с о )  -  2 1  а , ^ ‘!3 ^ ’/ . [ ( o f C i c j j c , ) ) 3 j s t b -
M árm oet (A-6) a l a p j á n
L _  JL ^  1. 3_  /  b —ot-ii  4 i M  . /  о I
Ь 1 < < ^ A ------=ul------ u ‘
о z. ° b - ^  e f , -  ^ *l,.S
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oL i ,-b t  2  oC í ti  o6 i (2  o t l ,  S
2  A  V  ■ ^
] 0Ói,1 _ .г
U i
• J ü *  
,г 1 1
9 Г
i 01, л Л / _  0 I , f  , o C l , l \ ° ,  г
* “ т  u ; + 0 * ;  л -  y j  ^
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_ o tiA  n i - i . i  -  (£■ 1.3-2 e i i . i t t j ' i i i i 'C  i,h ЯИ ' y »(j b
i  л V  * 4 . ; U v  '  1
- - 1 ^ 7  < 4 ^ 4
o£ >, t г ûC L, 4 cL 11
ûd t (u U i
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C
v á l to z ó  m ag asab b  h a t v á n y a i t  j e l ö l i ,  a m e ly ek  a n e g y e d fo k u  p o n ­
t o s s á g  m i a t t  e lh a g y h a tó k »
Á tté r ü n k  m ost a (2 4 )  fo rm u la  k ^ - t  m egadó t a g j á n a k  á t a l a -  
k i t á s á r a .  A m ennyiben i t t  a •fc . r t Q + — U ч y = y . + U*1 Ц ' Л О ’
h e ly  a s z i n g u l á r i s  -  v ag y  k ö z e l  s z i n g u l á r i s  -  h e ly  (e z  a k e ­
v é sb é  v a l ó s z í n ű ) ,  a k k o r  az i n v e r z ió  r é v é n  e l ő á l l ó  fo rm u lá b a n ,
'г' г £  4 4  ^  4  u  *■
D í . 4 U o 0 - ^ ) T u U
-b a n  k ö z v e t l e n ü l  e lv é g e z h e t j ü k  a
!e y
s  = 1 t r a n s z f o r m á c i ó t .
ч
a d ó d ik ,  ami k ö z v e t l e n ü l  h a s z n á lh a tó  k ^  m e g á l l a p í t á s á r a .
Ha v i s z o n t  ( é s  ez az  á l t a l á n o s a b b ) ,  a t Q,x o h e ly  s z i n g u l á r i s  -
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v a g y  ez  i s ,  a  t ^ x - ^  h e ly  i s  k ö z e l  s z i n g u l á r i s ,  a k k o r  k ^ - e t  
é s  k ^ - t  á t  k e l l  a l a k i t a n i ,  p l .  o ly m ó d o n , hogy  k ^ - b e n  h£0 
h e l y e t t  c s a k  _ p l .  -  - | - h £ ö - t  v e s z ü n k  f ig y e le m b e  ( a z a z  e k k o r
5
( 4 6 ) - b a n  a-j^  д  = , k 2 - b e n  p e d ig  g  h f Q- t  ( f e n n  k e l l  á l l n i a
t i .  a Í i _  . _L  b i o  + “  • 4 " Ц °  = r e l á c i ó n a k ) .  íg y
2  T 11 V 4- Xu 2.V 8
k2 = (  I  f °  + W + ^  f  _ í ° ) )  ^
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E lv é g e z v e  a  m e g f e le lő  á t a l a k í t á s t :
^ = ^  z,< и гГ+ ^ 2 i  t ^ 2í “ г +ь *
4°
a h o l
cC - 4
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I t t  m ost m ár u g y a n a z o k a t  a z  á t a l a k í t á s o k a t  v é g e z h e t jü k  e l ,  
m in t  a f e n t i e k b e n ,  é s  i t t  i s  a (4 7 )  a l a t t i  k é p l e t h e z  ju tu n k  
e l .
As e lő z ő e k b e n  m e g a d o tt fo rm u lá k  p o n to s a b b  h i b a b e c s l é s é ­
r e  e g y  k é s ő b b i  m unkában v i s s z a t é r ü n k .  Az a lá b b ia k b a n  c s a k  n a g y ­
s á g r e n d i  b e c s l é s t  adunk é s  e n n e k  a l p p j á n  a g y a k o r l a t i  h ib a b e c s ­
l é s  m ó d já t i s m e r t e t j ü k .  T együk  f e l  e l ő s z ö r ,  hogy  a (3 9 )  -  (4 4 )  
a l a t t i  f o r m u lá k a t  nem s z i n g u l á r i s  h e l y  k ö r n y e z e té b e n  a lk a lm a z ­
z u k .  E kkor h  é s  к  a z o n o s  n a g y s á g re n d ű e k , a z a z  k r  & "(h ) 
é s  h = (? (u )is  é r v é n y e s .  I l y e n  f e l t é t e l e k  e s e t é n  az i n v e r z i ó s  
fo rm u lá k  a l a p j á n  adódó t e l j e s  v é g t e l e n  s o r o k a t  f ig y e le m b e v é -  
ve к  r e s p .  к  h i b á j a  O’ G) n a g y s á g re n d ű . Ha
t e h á t  az i n v e r z i ó s  f o r m u lá k a t  úgy c s o n k í t j u k ,  hogy  az  ö tö d f o ­
k ú n á l  m agasabb  fo k szám u  t a g o k a t  nem v e s s z ü k  f ig y e le m b e ,  e z z e l
„  / V
к  i l l .  к  e g y e s  ö s s z e t e v ő ib e n ,  é s  ig y  ra g a b a n  к - b a n  i l l .
к - b a n  i s  0 ' ( U Í )  n a g y sá g ú  h i b á t  hozunk  l é t r e  é s  ez
к  é s  h  a z o n o s  n a g y s á g r e n d je  m i a t t  Ó 'O '^ )  - n a l  i s  m é rh e tő
-  a z a z  a c s o n k í t á s  az e l j á r á s h i b á v a l  a z o n o s  n a g y s á g re n d ű  h i b á t
hoz  c sa k  l é t r e .  Á t té r v e  m árm o st a r r a  a z  a l a k r a ,  a m e ly b e n  —
6
h a tv á n y a i t  k ik ü s z ö b ö l t ü k ,  i t t  ( In — г^ц-t ° U [2')~ (У (\1)
é r v é n y e s ,  e z t  to v á b b á  a U =0 ”( и ) е ь  V\=0 ( u )  r e l á c i ó t  i s  f i g y e -
le m b e v év e , r = 0~  -  об • ^  ;(l) U > ) = 0  (У )  = <У C  U j
** t A
é r v é n y e s .  E z é r t  a k^ -  к  é s  e z e k e n  k e r e s z t ü l  а к  i l l *  к
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é r t é k e k  m e g á l l a p í t á s á b a n  i s  b i z t o s í t a n d ó  az  (З 'С 'л6 ) h i b a k o r l á t ,
/V 3 ö í /  2-
e z t  a s o r t  1 ^  - e n ,  a z a z  L h a rm a d ik  h a tv á n y á n  t ú l  k e l l
c s o n k i t a n u n k .  E hhez a zo n b a n  az i n v e r t á l t  s o r b a n  még a h a to d ik  
h a tv á n y  e g y ü t t h a t ó j á t  i s  f ig y e le m b e  k e l l  v en n ü n k  -  ah o g y  e z t  az 
( 5 0 ) a l a t t i  f o r m u lá b ó l  l á t h a t j u k .
Á t té r ü n k  m o st a s z i n g u l á r i s  p o n to k  k ö r n y e z e t é r e .  Ha a ( t 0 , x Q) 
p o n t  s z i n g u l á r i s ,  a z a z  g ( t Q lx 0 ) = 0 , de /U.Q 2 4  0 ( a z a z  
DgQ / 0 ) ,  a k k o r  -  a m in t a z t  ( 4 8 ) - b ó l  l e o l v a s h a t j u k  -  к  = O ' ( VTï)
л
i l l .  h  = (У '(к^ ) é r v é n y e s .  (Ha a t e k i n t e t t  h e l y  k ö z e l  s z i n g u l á r i s , 
a k k o r  к  = (T (h )  é s  к  = ô "( 'T h ) k ö z ö t t i  n a g y s á g r e n d r ő l  v a n  s z ó . )
M in d e n e s e tr e  e k k o r  e g y r é s z t  az (5 0 )  a l a t t i  fo rm u lá k b a n  h  
i l l .  h  h i b á j a  O ' (k ^ )  n a g y s á g re n d ű , a z a z  0 ( 0 )  h i b á v a l  s z á ­
m o lh a tu n k . U gyanakkor
U i "  ki - O'( U l) - O ' ( h V z )
i s  é r v é n y e s .
t— '
Ha t e h á t  a I h a rm a d ik  h a tv á n y a  u tá n  c s o n k i t j u k  a s o r t ,
л
a k ^ - k  é s  ig y  к  i l l .  к  c s o n k í t á s  k ö v e tk e z té b e n  f e l l é p ő  h ib á ­
j a  ö ^ ( h ^ )  n a g y s á g ú , u g y a n a k k o ra , m in t az  e l j á r á s h i b a .  E z é r t
Л . A
к  é s  к  k ü lö n b s é g é t  m o s t i s  je l le m z ő n e k  t a r t h a t j u k  к  h i b á j á ­
r a .  M in d ö s s z e , a n n y i a z  e l t é r é s ,  hogy  h  f e l e z é s e  e s e t é n  a h ib a  
á l t a l á b a n  nem - r é s z é r e  c s ö k k e n , hanem k i s e b b  a rá n y b a n , e s e t ­
l e g  c s a k  g  - á r a .  (A f e n t i  n a g y s á g r e n d i  b e c s l é s e k  te r m é s z e te s e n  
c s a k  a k k o r  é r v é n y e s e k ,  ha
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1 cL t‘,3 /  Ь ~ -o íi ,i U L ^
2 cC í^ dC l^  V ° U C 2




pi itl  cC LtLi — L,l 
об i',*i
z.
h a t s z o r  f o ly t o n o s a n  d i f f e r e n c i á l h a t ó  fü g g v é n y e  m arad  a  L a rgum en­
tum nak  a g — v- 0 ,  é s  úL  ( г — *"oi j 1 0  f e l t é t e l  m e l l e t t .  Ennek i -  
g a z o lá s á r i  p o n to s a b b  h i b a b e c s l é s  k a p c s á n  eg y  k é s ő b b i  d o lg o z a tb a n  
v i s s z a t é r ü n k . )
( 5 2 ) a l a t t i  f o r m u lá in k  s z i n g u l á r i s  h e l y  k ö r n y e z e té b e n l  a l ­
k a lm a z h a tó s á g á t  e g y é b k é n t a z  5 » t á b l á z a t  é r z é k e l t e t i .
A rra  a k é r d é s r e  k e l l  még v á l a s z t  a d n i ,  hogy  a d i r e k t  (5 1 )  -  
( 3 6 ) a l a t t i  f o r m u lá k  h e l y e t t  m ik o r  c é l s z e r ű  á t t é r n i  a z  i n d i r e k t  
(5 1 )  -  (5 2 )  a l a t t i  fo r m u lá k r a  ( u t ó b b i n á l  e g y r é s z t  s o k k a l  bonyo­
l u l t a b b  az e g y ü t th a tó k  s z á m i t á s a ,  m á s r é s z t  a k^  -  к  m e g h a tá ro ­
z á s á h o z  e g y -e g y  b o n y o lu l t  e g y e n l e t e t  k e l l  m e g o ld a n i ) .  A 4  é s  5 
t á b l á z a t o k b ó l  k i o l v a s h a t ó ,  h o g y  m ennél n ag y o b b  f  é r t é k e ,  a n n á l  
in k á b b  e lő n y ö s  a  (3 1 )  -  (3 6 )  a l a t t i  f o r m u lá k  h a s z n á l a t a  a R u n g e- 
K u t t a - t i p u s u a k k a l  ö s s z e h a s o n l i t v a . Az i n d i r e k t  (5 1 )  -  (5 2 ) a l a t ­
t i  fo rm u lá k ra  v i s z o n t  ( f ig y e le m b e v é v e  az  e z e k k e l  k a p c s o la tb a n  j e ­
l e n tk e z ő  n a g y m é r té k ű  s z á m i t á s t e c h n i k a i  n e h é z s é g e k e t )  a t a p a s z t a ­
l a t  s z e r i n t  c s a k  a k k o r é r d e k e s  á t t é r n i ,  h a  h  n a g y s á g r e n d je  meg­
k ö z e l í t i  az  e g y  i n t e g r á c i ó s  r é s z i n t e r v a l l u m r a  e n g e d é ly e z h e tő  h i ­
b a k o r l á t o t .
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5« § O p e r á to r e g y e n le te k  m e g o ld á sa  s z a k a s z o n k é n t i
p e r b u tá c  i ó v a l •
L eg y en  f  o ly a n  E r é c h e t - é r t e l e m b e n  f o ly to n o s a m  d i f f e r e n ­
c i á l h a t ó  fü g g v é n y , am ely  az  E l i n e á r i s  n o r m á l t  t e r e t  az  E^ 
l i n e á r i s  n o r m á l t  t é r b e  k é p e z i  l e ,  é s  t e k i n t s ü k  az
f ( x )  = 0
e g y e n l e t e t ,  a h o l  x é E  a  k e r e s e t t  m e g o ld á s , 0  p e d ig  az 
t é r  z é ru s e le m e *  L egyen  to v á b b á  g ( x )  e g y  m á s ik ,  u g y a n c sa k  f o l y ­
to n o s a n  d i f f e r e n c i á l h a t ó ,  E - t  E ^ -b e  le k é p e z ő  fü g g v é n y , a m e ly n ek  
is m e r jü k  e g y  xQ€ E " z é r u s h e l y é t " ,  a z a z  a m e ly re
g U 0 ) = 0
t e l j e s ü l  ( é s  am ely  l e h e t ő l e g  "nem n a g y o n  t é r  e l "  f - t ő l ) »
T e k in t s ü k  m ost a v á l ó s  (v a g y  k o m p lex ) t  p a r a m é t e r t ő l  f ü g ­
gő
h ( x , t )  = g ( x )  + t  [ f ( x )  -  g ( x ) l
f ü g g v é n y t ,  am ely  E^ l i n e a r i t á s a  m i a t t  u g y a n c sa k  E - t  E ^ -b e  
k é p e z i  l e .  h -n a k  a t  = 0 p á r á m é té r é r t é k h e z  t a r t o z ó  " m e ts z e té ­
n e k " ,  g ( x ) - n e k  e k k o r  i s m e r jü k  eg y  " z é r u s h e l y é t " ,  t i .  az x 0 E 
e l e m e t .  A k e r e s e t t  m e g o ld á s  p e d ig  é p p e n  a t  = 1 p a r a m é t e r é r t é k ­
h ez  t a r t o z ó  " m e ts z e t"  z é r u s h e l y e .
A m ennyiben m árm ost a h ( x ,o )  m e t s z e t  E r é c h e t - d i f f e r e n c i á l -  
h á n y a d o sa  (a m e ly  f e l t e v é s e i n k  s z e r i n t  l é t e z i k  é s  f o l y t o n o s  x - b e n )  
nem e g y e n lő  ©  - v a l ,  az  x Q h e ly e n  ( ©  i t t  az  (E  —* E ^ )  l i n e á ­
r i s  n o r m á l t  t é r  z é r u s e le m e ) ,  a k k o r  l é t e z i k  a t  = 0 h e l y  k ö r —
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n y e z e té b e n  eg y  f o l y t o n o s  é s  f o ly t o n o s a n  d i f f e r e n c i á l h a t ó  x ( t )  
fü g g v é n y , am ely  k i e l é g i t i  a h ( x ( t ) , t )  = 0 a z o n o s s á g o t ,  to v á b b á  
az
*  ( - о *  e V + * ( - f  ^ ’) i  (  f  o ) -  %<■*■)) ( x , t )
d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e t .  A m e g o ld á s  m e g k e re s é sé h e z  t e h á t  e z t  a
d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e t  k e l l  i n t e g r á ln u n k  az  x ( o )  = x Q k e z d e t i  
f e l t é t e l l e l  t  a  1 - i g .  T együk f e l  a to v á b b ia k b a n ,  hogy  a V  ( x , t )  
fü g g v é n y , am ely  t e h á t  az E у К t e r e t  (K a  kom plex  szám ok t e s ­
t é t  j e l ö l i )  k é p e z i  l e  E - b e ,  e l é g  s o k s z o r  f o ly to n o s a n  d i f f e r e n ­
c i á l h a t ó  fü g g v é n y e  a t e k i n t e t t  ta r to m á n y b a n  m in d k é t argum entum á­
n a k .  A k ö z v e t e t t  fü g g v é n y e k  j ó l i s m e r t  d i f f e r e n c i á l á s i  s z a b á ly a  
a l a p j á n  e k k o r  a z o n n a l  b e l á t h a t ó a n  x ( t )  i s  e l é g  s o k s z o r  f o l y t o ­
n o sa n  d i f f e r e n c i á l h a t ó  é s  d e r i v á l t j a i  az  a l á b b i  a la k b a n  á l l í t h a ­
tó k  e lő  p l .  i l l .  Ob] ) :
d ‘ s . Q V .. /#ч 9 У  9 V  л , ,
H l  X- d )  ~  x  +  - g  X  +  '  V  0 *  | )cU 0 1 Э t Эх
(5 4 )
a h o l  —— é s  'Y  ( x  , t  ) £  E , to v á b b á  —— £  ( E — ? E ) .
O "t <3 X
F o rm á l is a n  t e h á t  a D o p e r á t o r t  8 (  ^ ^  ' fo rm u ­
l á v a l  é r t e lm e z v e ,  é s  D Y  - n  az  (5 4 ) a l a t t i ,  i l l .  á l t a l á b a n  
D - n  a
к  q y  ^  л ,
( 5 5 )
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k i f e j e z é s t  é r t v e  ( a h o l  ^  i s  E x  K—t  k é p e z i  l e  f o ly to n o s á u l  d i f f e  
r e n c i á l h a t ó a n  E - b e ) ,  m in d e n e s e t r e
x ( t )  = D Y  i l l .  á l t a l á b a n  ^  ( t )  = D ^  ( t )  ( 5 6 )
é r v é n y e s .
A Dn o p e r á t o r t  m o st i s  t e l j e s  in d u k c ió v a l  é r te lm e z z ü k ,  a
I p + l  = jp J á _  + D11 —  . / у  ( 5 5 )
9 t  'Э x  T
fo rm u la  a l a p j á n .  Ilym ódon  a 2 .§ . - b a n  m ár m e g ism e r t m ó d sze re k  a l a p  
j á n ,  t e l j e s  in d u k c ió v a l  a z o n n a l  b e l á t h a t ó ,  hogy  gz o t t  s z e r e p l ő  
v a la m e n n y i D -re  v o n a tk o z ó  r e l á c i ó  -  a té n y e z ő k  s o r r e n d jé n e k  é r ­
te le m s z e r ű  f i g y e l e m b e v é te l é v e l  i l l .  b e t a r t á s á v a l  -  m o st i s  é r v é ­
n y e s  m a ra d . E z é r t  -  b e t a r t v a  a m o st l é n y e g e s  t é n y e z ő - s o r r e n d e t  — 
f o r m á l i s a n  Д  x  m ost i s  ugyanúgy  á l l i t h a t ó  e lő  Ä t  p o l in o m ja -  
Jcé n t, m in t a s k a l á r i s  e s e t b e n .  H aso n ló k ép  -  f e l h a s z n á l v a  is m é t  
a k ö z v e t e t t  fü g g v é n y e k  d i f f e r e n c i á l á s i  s z a b á l y a i t
V  (-L s ^  A  -fc ) X 0 + M V + © ) iH «  t ) /V C ^ o + h j * o  + И +  © )
s t b .  i s  u g y a n o ly a n  a la k ú  Д - t- p o l in ó m m a l  i r h a t ó  f e l ,  m in t  s k a l á r  
v á l to z ó k  e s e t é n .  K ö v e tk e z é sk é p  a k l a s s z i k u s  R u n g e -K u tta  fo rm u la  
i s ,  az á l t a l u n k  m e g a d o tt  m ó d o s í to t t  fo rm u lá k  i s  h a s z n á lh a tó a k  
e b b en  az e s e tb e n  i s .  P é ld a k é n t  e g y r é s z t  a m á tr ix o k  s a j á t ó r t é k -  
p ro b lé m á já n a k  a  f e n t i  módon t ö r t é n ő  m e g o ld á s á t ,  m á s r é s z t  egy  
p e r e m é r t é k f e l a d a t  m e g o ld á s á t ,  v é g ü l e g y  o p t i m á l i s  v e z é r l é s i  f e l -
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a d a t  k ö z e l i t ő  m e g o ld á s á t  m u ta t ju k  be a k ö v e tk e z ő  -  z á r ó  -  p a r a g ­
ra fu s o k b a n «
B e f e je z é s ü k  még a z t  a k é r d é s t  é r i n t j ü k ,  hogy a  s z i n g u l á r i s  
p o n to k  k ö r n y e z e té b e n  hog y an  h a s z n á l h a t j u k  a 3 » § -b a n  i s m e r t e t e t t  
f o r m u lá k a t .  A k ö z v e t l e n  h a s z n á l a t  m ár c s a k  a z é r t  sem j ö h e t  s z ó ­
b a ,  m e r t  V  - n e k  á l t a l á b a n  nem l é t e z i k  a r e c i p r o k a .  E z é r t  a p r o b ­
lé m á t  úgy k e r ü l j ü k  meg, h o g y  b e v e z e tü n k  e g y  s e g é d v á l t o z ó t ,  am ely  
m in te g y  " f e l v e s z i "  a s z i n g u l a r i t á s t ,  é s p e d ig  az
X = 'Y  ( x , t )
d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t t e l  k a p c s o l a t b a n  p é l d á u l  a
~  И К 1 1  - J ' C x j . t )
d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t  r é v é n .  Az e r e d e t i  e g y e n l e t e t  v i s z o n t  a
cL X 4 
Г IÍY/Í
a la k b a  Í r j u k .  E k k o r i  r e c i p r o k a  l é t e z i k ,  é s  ig y  а Д  t - h e z  
t a r t o z ó  Д  - t a  ( 5l ) - b e n  m e g a d o tt  módon s z á m í t h a t j u k ,  m íg a 
ДСГ —hoz t a r t o z ó  A  x - e t  a ( 3 1 )  fo rm u la  a l a p j á n  a s z o k á s o s  m ódon, 
m in th o g y  i t t  a j o b b o ld a l  n o rm á ja  b i z t o s a n  k o r l á t o s  m arad  a t e ­
k i n t e t t  p o n t  k ö r n y e z e té b e n .
Az ig y  a lk a l m a z o t t  k ü lö n b ö z ő  t i p u s u  R u n g e -K u tta  fo rm u lá k  
p o n to s  h i b a b e c s l é s é r e  a h ib a  b e c s l é s s e l  f o g la lk o z ó  k é s ő b b i  mun­
k á n k b an  v i s s z a t é r ü n k .  M in d e n e s e t r e  e l é g  s o k s z o r  f o l y t o n o s a n  d i f ­
f e r e n c i á l h a t ó  'Y  fü g g v é n y  e s e t é n  i t t  i s  ig a z  a z ,  h o g y  az  eg y  
l é p é s r e  v o n a tk o z ó  h ib a .  r e g u l á r i s  p o n t  k ö r n y e z e té b e n  h  e g g y e l
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m agasabb  h a tv á n y á v a l  a r á n y o s ,  m in t  az  a lk a l m a z o t t  fo rm u la  f o k -  
szám a* A k ü lö n b ö z ő  t í p u s o k  (k ü lö n b ö z ő  fo k szám o k  v a g y  l é p é s k ö z -  
f e l e z é s e k )  s o r á n  adódó k ö z e l í t é s e k  t á v o l s á g á t  az  E—t é r  m e t r i k á ­
já b a n  k e l l  m érn ü n k , é s  I l y e n  f e l t é t e l e k  m e l l e t t  e z  ép p ú g y  J e l l e m ­
z i  a k ö z e l i t ő  é s  a p o n to s  növekm ény u g y a n e z e n  m e tr ik á b a n  m é r t  
e l t é r é s é t ,  m in t  s k a l á r  v á l to z ó k  e s e té n *
T e k in t s ü k  e l ő s z ö r  az  a l á b b i  á l t a l á n o s í t o t t  s a j á t é r t é k f e l -  
a d a t o t i
l i t ő e n  а  Л ■ 2 é r té k *  M in d e n e k e lő t t  úgy a l a k í t j u k  á t  az  e r e ­
d e t i  s a j á t é r t é k p r o b l é m á t ,  h o g y  r z  e g y  a lk a lm a s  n o r m á l t  t é r e n  
é r t e l m e z e t t  fü g g v é n y  z é r u s h e ly e  m e g k e re s é sé v é  v á l j á k *  E c é l b ó l  
a s a j á t é r t é k p r o b l é m á t  k i e g é s z í t j ü k  e g y  n o r m á lá s i  f e l t é t e l l e l ,
6 * § . Három p é l d a .
am ely n ek  e g y ik  s a j á t v e k t o r a  k ö z e l í t ő e n  az
v e k t o r ,  a h o z z á t a r t o z ó  s a j á t é r t é k  p e d ig  k ö z e -
a m it  a G ( y )  - 1  = 0 a la k b a  Í r u n k ;  u g y a n a k k o r az  i s m e r e t l e n
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ш ~ ( 4 Ч  - * ! ч \  
Ч О  м  -  ц )
v e k t o r t  eg y  n e g y e d ik  d im e n z ió v a l  i s  k i e g é s z í t j ü k  é s  n e g y e d ik  r e n ­
d e z ő k é n t  épp a  s a j á t é r t é k e t  v á l a s z t j u k ;  az  ^ v e k t o r t  U  - v a l
j e l ö l j ü k .  A m eg o ld an d ó  e g y e n l e t  Íg y
I ( u )  = ®
a la k b a  i r h a t ó ,  a h o l  a T o p e r á t o r  j e l e n t é s e ;
T ( i_
V n
и ш и  = max(íl y  li , I X I ) módon é r t e l ­
m e z h e t jü k ,  a v e k to r o k  i l l .  m á t r ix o k  n o r m á já t  p e d ig  p l .  le g n a g y o b b  
a b s z o l ú t  é r t é k ű  e le m ü k k e l ,  i l l .  a b s z o l ú t  s ö r ö s s z e g ü k k e l  m é r h e t jü k .  
A G n o rm á ló  o p e r á t o r  l e h e t  p l .  / e z  a l e g e g y s z e r ű b b /  v a la m e ly ik  
r e n d e z ő t  / p l .  a  h a rm a d ik  r e n d e z ő t /  k i v á l a s z t ó  o p e r á t o r .
E k k o r e l s ő  f e l a d a tu n k  e g y  o ly a n  W o p e r á t o r  k i v á l a s z t á s a ,*"■ /4^
am ely  T -h ez  l e h e t ő l e g  k ö z e l  á l l ,  é s  am e ly n ek  a m e g a d o tt  ( j  
e lem  v a ló b a n  z é r u s h e l y e .
I l y e n t  e g y s z e r ű  s z á m o lá s s a l ,  p l . :  a
Az ( 1 ) v e k t o r t  p l .  az
W(u)
\ G 4 - i  J
a la k b a n  f e l í r h a t u n k ,  a h o l c s a k  az u t o l s ó  o s z lo p  v e k to r á b a n
k ü lö n b ö z ik  B - t ő l .  E g y sz e rű  s z á m o lá s  m u t a t j a ,  hogy3




m e g f e l e l .
E s z e r i n t  p e r t u r b á l t  e g y e n le tü n k
W(u) + t  T( u )  -  W(u) = 0
a h o l
©  («.) = T  (  ^ )  -  W  ( ^  )
Í0 4  - x (
о о 0,1* \  \
0 0 . 0.1П Ч
e O +O l / '
0
/
a l a k ú .
M árm ost a W(u) i l l .  ©  (u )  J í r e c h e t - d e r i v á l t j a  Д. p l . f  "]/ 
- a z  h e ly e n  a
' 9  - x ( 5 - e 0 - y ( | - ! i )
о *  0
m á t r i x ,  a h o l  i * a h a rm a d ik  e g y s é g v e k to r .  R é s z l e t e s e n  t e h á t
*  -  з г .
“ 2 + 2 X H-А - 3  + 0 , « A - 0 , «  At 2 ^ -^ + O .is^ -ty J 4 y 3
- i - SA 4--2 A Z  + OtGS Л -O^S -t A -  S 4 -1-2 0(SS^b
-2+i A -2» A H+3(3A-0,ZAt b.Sc^-O.l t«j*
0  4 00
1 8 4  -
E z t  a d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e t  k e l l  a t= 0 - h o z  t a r t o z ó  
0 ,3 '
u ( o )  = - 0 , 9
1
\  2
k e z d e t i  f e l t é t e l l e l  t  = 1 - i g  i n t e g r á l n i .
Az i n t e g r á l á s n á l  a  R u n g e -K u tta  m ó d s z e r t  v á l a s z t v a  é s  e g y  l é p é s s e l  
á t h i d a l v a  a 0 ,1  i n t e r v a l l u m o t ,  k ^ - r e ,  k 2 - r e ,  k ^ - r a ,  k <(- r e , 
v é g ü l  k - r a  i l l .  u ( l ) - r e  az a l á b b i  é r t é k e k  ad ó d n ak :
0 ,0 3 9 3 6 3 9 5 4 . . .  \ /  0 ,0 5 9 0 4 6 7 7 0 . . .  \
- 0 ,0 2 5 4 4 1 7 2 . . . - 0 ,0 2 6 1 2 2 6 0 . . .  I
=
0 * ^ 2  =
°- 0 ,0 4 9 4 6 9 9 6 4 . . . - 0 ,0 4 8 9 0 2 3 2 . . .  1
/  0 ,0 5 9 0 4 2 8 8 6 . . .  \ ! 0 ,0 5 8 7 2 0 2 3 5 . . .  \
- 0 ,0 2 6 1 2 7 4 3 . . . - 0 ,0 2 6 8 1 7 9 2 . . .
= 0 » ^/| — 0
\  - 0 ,0 4 8 8 8 9 5 0 . . . - 0 ,0 4 8 5 0 2 7 6 . . .
/  0 ,0 5 9 0 4 5 9 1 7 . . . ^ /  0 ,3 5 9 0 4 3 9 1 7 . . .  \
- 0 ,0 2 6 1 2 6 6 1 . . . - 0 ,9 2 6 1 2 6 6 1 . . .
к  = 0 » u ( i ; = 1
\ - 0 ,0 4 8 8 9 ^ 7 2 . . . 1 ,9 5 1 1 0 7 2 8 . . .
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A s a j á t é r t é k ,  i l l .  a m e g fe le lő e n  n o r m á l t  s a j á t v e k t o r  p o n to s  é r ­
t é k e :
I 0 ,5 5 8 9 6 0 9 . . .
Л  « 1 ,9 5 1 3 6 6 8 . . .  i l l .  y  = - 0 ,9 2 6 1 8 4 2 . . .
\  1
M ásod ik  p é l d a k é n t  t e k i n t s ü k  az
г
U "* x'3 " T g ----- X-----~  1 j U C ° ) S
T  ~  T  '  T
p e r e m é r t é k f e l a d a t o t .  B nnek e g y  " k ö z e l i t ő "  m eg o ld ása  az  u  * 0 
fü g g v é n y , am e ly  p l .  az
u" = 0
" d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e t "  e l é g i t i  k i .  A B a n a c h - té r ,  a m e ly e t  t e ­
k in tü n k ,  l e g y e n  a f o , l ] |  i n te r v a l lu m o n  k é t s z e r  f o ly t o n o s a n  d i f ­
f e r e n c i á l h a t ó  é s  a i r ( o )  — V/( 1 ) = 0 m e l l é k f e l t é t e l t  k i e l é g í t ő
fü g g v é n y e k  В t e r e ,  é s  l e g y e n  p l .
о
| | u  j/ »  ^  l l ) c Lx
о
íg y  a p e r t u r b a i t  p ro b lé m a
F ! > ( > ; * ) , * ]  = u V  +  + '1 •  ,u - " 3 í 0 -
6  “  2. 4 1
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A h o r » á r * n d e l t  d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t  t e h á t
Ц ( Í J * ) .  -  (Fi)
a la k ú .  I t t
UК  ~ л
a 2. ъ
-  X + 1
é s
Г-) 'Э  F  „ J h  \ ' d r
P a]~ — ----- 47 + ~ + ----- -
h 4  ^  9  uc" Э  u ‘ 7 ) ^
3 F
9 u *
í _ , ЛЛ
4Г = V  \ 1  Ъ
6  I ъ
' t -
на t e h á t
a k k o r  ez  a z t  j e l e n t i ,  h o g y  e g y r é s z t  со €  B, m á s r é s z t  d> k i e l é g í ­
t i  a
oü 4 2-t x s
ÜL
x_L X 
~  2 ^ 3
Go - +  X - - i
l i n e á r i s  d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e t .
M in th o g y  en n ek  -  a p e r e m f e l t é t e l e k e t  i s  k i e l é g í t ő  -  m e g o ld á ­
sa  e l é g  so k  s z á m í t á s s a l  j á r ,  m e g e lé g sz ü n k  a z z a l ,  h o g y  e g y  l é p é s ­
b en  h i d a l j u k  á t  a 0 = t  = 1 i n t e r v a l l u m o t ,  s ő t  i t t  i s  az E u l e r -  
C anchy f o r m u lá t  /m á so d ren d ű  R u n g e -K u tta  f o r m u la /  h a s z n á l j u k .  íg y
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ss 1  •  y t  ^  — 0 f 11^ — 0 ,  8 Z 8 Z
6 0  I = x - l ,
3 Z.
t e h á t  c o H £  B> = -  y -  +- y
E nnek a l a p j á n  U2 = H <х>г } " t^
3X X X
JZ j ctV  + C
a z a z
« i
a > 2 t j ^ - - _  4 . / г 3_  * \  í v  x . u  . x a и  « у  _ .
А-чС 2 3 / 2M 2 \ Z  *
3 г
é s  Íg y
c c  < SÍK ~  *  4 . c 2 cco  ~  x * +  i  х г 4 ~  X -  3  )
a z a z  с о  2 ^- ^  m i a t t
>Ct (^ X ) — co^ - 3 CoO —  X — —7— ÿ - t  S  coícj •— j  — • X
- 5 í t* ’ - 7 x l  +  ? * - i
co g p o n to s s á g á r a  |] c o 2 . ' “ oOi<lJ a l a p j á n  k ö v e tk e z te th e tü h k *
H a rm a d ik k é n t t e k i n t s ü k  az  o p t i m á l i s  v e z é r l é s i  p ro b lé m á k a t*
Az i l y e n  t i p u s u  f e l a d a t o k  á l t a l á n o s  s é m á ja :  L eg y en ek  El*  E2* E3* 
E ^ l i n e á r i s  e z u p e r m e tr ik u s  t e r e k ,  F  ( u ^ i i g )  l e g y e n  é r te lm e z v e  
a z  E1 X E2 t é r e n  é s  a z t  k é p e z z e  l e  E ^ - b a ,  G íu -^U g) p e d ig  a
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v a l ó s  szám ok V t e r é b e ,  v é g ü l  H ( u j , u ^ )  l e g y e n  eg y  b i l i n e á r i s  
f u n k c io n á l  a z  E^ x  E^ t é r e n *  E kkor — a m in t  a z t  k ö n n y en  be  l e ­
h e t  l á t n i  -  a
G = e x t r • ,  F  ( ^ f a 2^ = 0
f e l t é t e l e s  s z é l s ő é r té k p r o b lé m á n a k  a z  u-, _» in, л h e ly e n  l e k á l i s  
s z é l s ő é r t é k e  v a n ,  ha  e p o n tb a n  é s  an n ak  k ö r n y e z e té b e n  F é s  G 
d i f f e r e n c i á l h a t ó k  é s  t a l á l h a t ó  o ly a n
u €  E ^ /  0 ,  h o g y
g ra d  [ g + h ( f , u4 ) 3  * °
t e l j e s ü l  ( i t t  a  L a g r a n g e - f é le  m u l t i p l i k á t o r  á l t a l á n o s i t á -  
s a ) .  Ha t e h á t  v a la m i ly e n  G^, F^ fü g g v é n y p á r  m e l l e t t  meg tu d ­
ju k  o ld a n i  az  e x t r é m u m f e la d a to t , é s  G^ nem n ag y o n  " t é r  e l "  
G - t ő l ,  F^ p e d ig  F - t ő l  é s  i s m e r e t e s  az  e z e n  m eg o ld ásh o z  t a r t o z ó
“4 ,0  é r t é k  i s > a k k o r
a л г ( + )
(*) \
fü g g v é n y t úgy k e l l  m e g á l l a p í t a n i ,
bogy  <y(o)  az  i s m e r t  ex trem u m -m eg o ld ás  l e g y e n ,  é s  - \ r ( t )  k i ­
e l é g í t s e  a
erad  [  G< (*4,С4), Ut ( t ) )  ( t)  n t ( t) )  - C 4( u , W , u s t» ))J  f
+ И ( f< K  W , - I  (.*))* t  1 0 , (*))- F, («< w , (*))] u ц (*>)] =- 0
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a z a z  a
f t  e r a d  [ е < + ^ ( е _ с н)  +  ц ( р ч + * ( р _ р д и 0 ]  - о
d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e t .
Ez u tó b b i  m e g o ld á sa  a m ár b e m u ta to t t  módon m egy .
B e f e j e z é s ü l  m e g e m lí t jü k  a z t  i s ,  h o g y  az i t t  b e m u ta to t t  ö t ­
l e t e k ,  a m e ly e k e t  a R u n g e -K u tta  m ó d sze r J a v í t á s á r a  h a s z n á l tu n k  
f e l ,  az ü l .  Df é r t é k e k  s z e r e p e l t e t é s e  n é l k ü l  i s  a lk a lm a z ­
h a t ó a k .  íg y  p l .  h á ro m p o n to s , ö tö d re n d ü  R u n g e -K u tta  f o r m u lá t  l e ­
h e t  úgy  k o n s t r u á l n i ,  h o g y  a m eg e lő ző  l é p é s  n ö v e k m é n y e it még a 
k ö v e tk e z ő  l é p é s b e n  i s  f e l h a s z n á l j u k .  H aso n ló k ép p  h - b a n  m ásod­
fo k ú  n ö v ek m én y ek e t l e h e t  úgy  k o n s t r u á l n i ,  hogy  a  h f ^  a la k ú  t a -
gok m e l l e t t  h  ( í . - f , )  a l a k ú  t a g o k a t  i s  s z e r e p e l t e t ü n k ,  s t b .
J , x /E z e k re  s z i n t é n  v i s s z a t é r ü n k  e g y  to v á b b i  c ik k b e n !
I ro d a lo m :
Г l ]  C o l l a t z ,  L . :  F u n k t i o n a l a n a l y s i s  und  n u m e r is c h e  M a th e m a tik , 
S p r in g e r ,  1 9 6 4 .
^ 2 ^  R én y i À .t  A N ewton f é l e  g y ö k k ö z e l i tő  e l j á r á s r ó l .  Mat* 
L a p o k , 1 .  I 9 4 9 / 5 0 .
[ 3 ]  K iz n e r ,  W.t A N u m e r ic a l M ethod f o r  F in d in g  S o lu t io n s  o f  
n o n - l i n e a r  E q u a t io n s .  J .  S o c . I n d u s t .  A p p l.  M ath .
V . 1 2 .  N °2 .
x /  Az 1 . 2 . 3 . 4 . 5  t á b l á z a t o k a t  a  k ö v e tk e z ő  k ö z le m é n y e k  fü g g e lé k e ­
k é n t  k ö z ö l j ü k ,  m in th o g y  e szám  nyom dába a d á s a k o r  még nem 
v o l t a k  t e l j e s e k .
^ 4 ^  H u ta , A*s Une a m é l i o r a t i o n  de l a  m éth o d e  de R unge- K u t ta — 
N y s t rö m # ..  A cta  F a c .  R ev . N a t#  U n iv . Comen, 1 9 5 6 .
[5^J F re y , T .»  On th e  R u n g e -K u tta -N y s trö m  M ethod I#  P e r io d i c a  
P o ly t e c h n i k a ,  1 9 5 8 .
JVJ L j u s t e r n l k ,  L .A .-S o b o le w , W . I . t  E le m e n te  d e r  F u n k t io n * ! — 
a n a l y s i s ,  B e r l i n ,  1955»
|V ]  Knopp, K#i T h e o r ie  und  Anwendung d e r  u n e n d l ic h e n  R e ih e n , 
S p r i n g e r ,  1 9 2 2 .
Z u s a m m e n f a s s u n gs a s s = s s s = = s s = = s = = s s = r = = s = s :8 B s
E in e  a l lg e m e in e  M ethode f ü r  L ö su n g  vo n  G le ic h u n g e n  in  
a l lg e m e in e n  Räumen w ir d  h i e r  a n g e g e b e n , w e lch e  m it  H i l f e  
e i n e s  H i l f s p a r a m e te r s  d i e  G rundgedanke d e s  N ew to n -R ap h so n - 
s c h e n  V e r f a h r e n s  v e r a l l g e m e i n e r t  u n d  d e m e n tsp re c h e n d  d ie  
R u n g e -K u tta  M ethode e r w e i t e r t .
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O p t im á l i s  p e re m -v e z é r  1 ő fü g g v é n y  F o u r i e r - s o r a  h i p e r b o l i k u s  
d i f f e r e n c i a e g y e n l e t  e s e t é n
S z e le z s á n  J á n o s
V együnk o ly a n  f o ly a m a to k a t ,  am ely ek n ek  v i s e l k e d é s é t  a
3 a  , / ,  ,
a * 1 '  LJ  ) if
L ( u )  ' £ i h -  í e ‘j  w | ^ ) - e ( x ) u .о XI 1 У  Vj
d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t  I r . ia  l e ,  a h o l
X s
é s  az  a^jtX) ,  v a la m in t  a(X) e g y ü t th a tó k  v a la m i ly e n  
ta r to m á n y b a n  k i e l é g í t i k  az
a ( X ) * 0  , a ; ;  » a ; ;
i 2
£  , a : i  i í  !>; -  ^  2  Ctyj --Í 1 t-ч 1
f e l t é t e l e k e t .  /A z u tó b b i  e g y e n lő t l e n s é g  a z t  j e l e n t i ,  h o g y  a  
d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t  h i p e r b o l i k u s / .
T a r to z z é k  a  f e l a d a t h o z  az  a l á b b i  v e g y e s  p e r e m f e l t é t e l *
a Q  T * -SÍ 0/t<T ) h e n g e re n  a m e g o ld á s
e l é g í t s e  k i  az
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k ez d e ti f e l t é t e l t  és az
u - | s « 0  I t £ [ ° , T ] */
f e l t é t e l t ,  a h o l  ^  az  Í 1  ta r to m á n y  h a t á r a .
Legyen q (X ) egy  a d o t t  fü g g v é n y . 
T e k in ts ü k  a
3(? W) = S t ' Y M - V ' Í X S o ) ] 1 d  n  :
f u n k c i o n á l t ,  a h o l  d  5 1 =  d x ^ , . . . , d x ]Q.
F e la d a t«
M e g h a tá ro z an d ó  az  а  Ч3 (X )£  L£ p e rem  f e l t é t e l ,  m e ly re  
a 0 ( ^ ( X ) )  f u n k c io n á l  m inim um ot v e s z  f e l .
T é t e l t
L egyenek  X k , v^(X ) ( k e l , 2 , . . . , n , . . . )  az
L( v) + X V = 0
egyen le t s a já tó r té k e i  i l l .  sa já t  v e k to r a i.
Tegyük f e l ,  h o g y  ^
Akkor a f e l a d a t  m e g o ld á sa :
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B i z o n y í t á s i
I s m e r e t e s ,  £Y ] h o g y  az  1 /  d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t  m e g o ld á sa  
a 2 / ,  3 /  f e l t é t e l e k  m e l l e t t :
«.(X.- t J  - £  A k c « ( ( r : t o ) 4 ( X )
к H
a la k b a n  á l l í t h a t ó  e lő ,  ahol
A k = Í4’( x ) ' ru ( X ) d ű
K _Í1
é s  a \ ( X )  fü g g v é n y e k  az  L (u ) o p e r á t o r  o r to n o r m á l t  s a j á t -  
f ü g g v é n y e i ,  a z a z  az
L( v )  + X V s  0
e g y en le t  m egoldásai a v | s  = 0 f e l t é t e l  m e l le t t ,  а X k > 0 
számok ped ig  a m eg fe le lő  sa já té r té k e k .
J e l ö l j ü k  И ^ - e l  а И H i l b e r t  t é r n e k  a v ^ ( X ) , . . . ,v n (X) 
e lem ek  á l t a l  g e n e r á l t  И ^ = L ( v ^ ,v 2 , . . . ,v n , . . . )  a l t e r é t .  A 
И ^ a l t é r  e le m e i  t e h á t
h ( X ) ' Z  ^  ( X )
LM
a la k ú a k ,  a h o l  a z  o C ^ o ^ z y  ) ° ^ n \ - t e t s z ő l e g e s  v é g t e l e n  szám ­
s o r o z a t .
E j e l ö l é s s e l  a z t  m o n d h a tju k , hogy  u ( x , t Q) €
L eg y en  a H  ^  a l t é r  o r t o g o n á l i s  k o m p le m e n te re .
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T é t e l :  ( 1 .  I I ,  8 3 . o l d . )
ft
Legyen И ^ а И H i l b e r t  t é r  a l t e r e  И ^ p e d ig  
o r t o g o n á l i s  k o m p le m e n te re . А И H i l b e r t  t é r  t e t s z ő l e g e s  
X G И e le m é t  e g y é r te lm ű e n  e l ő  l e h e t  á l l í t a n i :
x = x* + x "
a la k b a n  ( х ’ б И  x"  G H ^ ) .  Az x* e le m  az x  e lem n ek  а И ^ 
a l t é r t ő l  v a ló  t á v o l s á g á t  r e a l i z á l j a ,  a z a z
U x  -  x* U = (э (х 1 И 1 )
/Az x*, x" e le m e k e t  az  x  e lem  И i l l .  H ^ a l t é r r e  v o n a t ­
kozó  v e t ü l e t e i n e k  n e v e z z ü k . /
A t é t e l  é r te lm é b e n ,  q(X ) f e l b o n t h a t ó  k é t  v e t ü l e t é n e k  
ö s s z e g é r e  a z a z :
q(X ) = qx (X) + q2 (X)
Oo
a h o l  q^(X ) G H l f  a za z  q x (X) = Y 2  ^  n  V'n (X)
n d
a h o l  Ж n ш [  q ( X ) , yn (X ) j  ( I t t  [ x , y ^  a s k a l á r  s z o r z a t o t  j e ­
l ö l i . )
A q2 (X) v e t ü l e t r e  v i s z o n t :  q2 (X) 6 Й ^
A k é t  v e t ü l e t  k ö z ü l  q ^ (X ) r e a l i z á l j a  VA ^ 
q ( X ) - t ő l ,  a z a z
Il Cf ( x ) -  C f ( ( X ) | |  = <? ( ^ ( x ) , H )
a l t é r  t á v o l s á g á t
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és ez a távolság éppen K q2 l -val egyenlő.
Viszont <?(Я"(Х).НЦ) = m m  Ç О  (X ,t o) - Я" (X)] ci &




£  T*, (X) » 2  A*.  co,{ÄZ~ -to ( X )
n s i  U r i
vagyis
ь» -t о
[ < * ( Х ) ^  (X ) 1  
соъ r r Z T t o
Annak viszont, hogy a
T.
075 VÁ Z. i o 4  (X)
sor konvergens legyen, szükséges és elégséges feltétele, liogy
Z
Л :  ^
S n
с л 1 VXív "to
<Z c*3
legyen.
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A f e l a d a t  m egoldáséinak
h = H cob  ÍXTT "to
VJVa» (X)
a l a k j a  l e h e t ő s é g e t  ad  4* (X) k ö z e l i t ő  m e g h a tá r o z á s á r a .  Ha 
v a la m ily e n  módon u g y a n is  k i s z á m i t o t t u k  a s a j á t é r t é k e k e t
é s  a (Tn (X) s a j á t f ü g g v é n y e k e t ,  a k k o r  a 4* (X) m eg o ld ás  kö ­
z e l í t é s e k é n t  v e h e tő  a v é g t e l e n  s o r  e g y






L gy p é ld a :
T e k in ts ü k  a s z a b a d o n  r e z g ő  h ú r  e g y e n l e t é t :
Q V  t
-------  -  o . ------- -
3 i l 9 x l
az
LL
X =0 - 0 ;
= 0
p erem  i l l ,  k e z d ő f e l t é t e l l e l .
L egyen a c é l
£
\ [ q -  ( * )  "  ^ ( * ) " t o ) ]  o i x
о
m in im a l iz á lá s a
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A d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t  m e g o ld á sa  a  f e n t i  f e l t é t e l e k k e l :
o-o
^  ( * , ± )  = 1 7  a k  соь
Ufcct uTx ,— ------ . --------
U H
e z é r t  az  e l ő b b i  t é t e l  a l a p j á n
cvo
4 > ( x )  - 2
í l
U H cos
U f a  -to
U MitvA. —:----
a h o l





с л г U ii л  fo
a k k o r az  Íg y  k a p o t t  ' f  (x )  m e g o ld á sa  a f e l a d a tn a k #
I ro d a lo m :
[ l j  M#M# S z m irn o v : D i f f e r e n c i a l n i e  u r a v n e n i j a  v  c z a s z t n i k  p r o -  
i z v o d n ik  v to ro v o  p o r ja d k a  /M o szk v a , 1 9 6 4 /
[ 2 ]  L .V .K a n to r o v ic s ,  G .P . A k ilo v :  F u n k c io n á ln i j  a n a l i z  v 
n o rm iro v a n n ih  p r o s z t r a n s z t v a h  /M o szk v a , 1 9 5 9 /»
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§_uj?L5_3_?LX _
O p tim a l b o u n d a ry  c o n t r o l  f u n k c t l o n  w i t h  F o u r ie r  з е г 1 э з  In  
c a s e  o f  h y p e r b o l i c  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s .
L e t u s  t a k e  su c h  p r o c e s s e s  w hose b e h a v io u r  i s  d e s c r i b e d  by  
th e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t io n #
w here
X = ( x x у • • •
a n d  th e  a ^ ( X )  a s  w e l l  a s  a(X)  c o e f f i c i e n t s  a r e  f u l f i l l i n g  
th e  f o l l o w in g  c o n d i t i o n s .
a ( X )  à  0 |  = a n
L e t u s  t a k e  th e  f o l l o w i n g b o u n d a ry  c o u d i t i o n s
i :  О
= ( X )  i
t o l  = 0
I £
t  6  [ 0 , T ]
w here  S i s  t h e  b o u n d a ry  o f  th e  d o m ain
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L e t  q(X ) be a g iv e n  f u n c t io n «  
L e t  u s  c o n s i d e r  th e  f u n c t i o n a l
Л ( Ч Ч Х ) )  = _ Ç O ( x >  -
W h ë r e  d  S I  =  d x 1 ) c i x z ■ ■ ■ c i x  u.
P ro b lem
The 4* (X) G  Lg b o u n d a ry  c o n d i t i o n  i s  t o  be d e te r m in e d ,  
f o r  w ich  th e  f u n c t i o n a l  t a k e s  up t h e  m inim um .
We h a v e  o b t a i n e d  th e  f o l lo w in g *
L e t  A  k , vk (X) be th e  e ig e u v a l u e s  an d  e i g e n v e c t o r s  o f  th e  
e q u a t io n *
L ( u )  + X V =0 ( Ur = 1,2I I n  . • • * )
oO
Y lкL e t u s  su p p o se  t h a t  \  , ------ _____ o ű  w here
\ г «  = t a ( x )
-ft
Then th e  s o l u t i o n  o f  th e  p ro b le m  is *
U* "f
Uu ( X)
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R övid , k ö z lem én y ek  e l k é s z ü l t  p ro g ra m o k ró l
I n t é z e t i  K özlem ényünkben  e s z á m tó l  k e zd v e  r ö v i d  l e í r á s o ­
k a t  k ö z lü n k  a  K ö zp o n t m u n k a tá r s a i  á l t a l  k i d o l g o z o t t  g é p i  p r o g ­
ra m o k ró l*  E r ö v i d  l e í r á s o k  c é l j a  e g y f e l ő l  t á j é k o z t a t á s t  a d n i  
a b b ó l  a c é l b ó l ,  hogy  a K özlem ények  o l v a s ó i  az  e l k é s z ü l t  p r o g ­
ra m o k a t ig é n y b e v e h e s s é k ,  f e l h a s z n á l h a s s á k ,  m á s f e lő l  a z t  a k a r ­
ju k  e z z e l  e l é r n i ,  hogy a K ö zp o n t m u n k a tá r s a in a k  e z ú to n  le g y e n  
le h e tő s é g ü k ,  h a c s a k  ig e n  e r ő s e n  l e r ö v i d í t e t t  fo rm áb a n  i s  "p u b ­
l i k á l n i "  s o k s z o r  nagyon  so k  m unkát é s  s z a k t u d á s t  ig é n y lő  t e v é ­
k e n y s é g ü k e t .
«
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S z im p le x  m ó d s z e r , l i n e á r i s  p ro g ra m o z á s i  f e l a d a t o k r a
A p ro g ra m  a z  к  :  b b á  0
►
OX ---->  o p t  X à  О
m o d e ll m e g o ld á s á t  á l l i t j a  e l ő ,  a h o l  A e g y  m x  n - e s  m á t r i x ,  
b p e d ig  a  d im e n z ió s  k a p a c i t á s v e k t o r ,  c p e d ig  a  c é l f ü g g v é n y  
e g y ü t t h a t ó i n a k  n  d im e n z ió s  v e k t o r a ,  x  p e d ig  a  m e g o ld á s  v e k ­
t o r a .
A p ro g ra m  a J ó l i s m e r t  k é t f á z i s ú  s z im p le x  m ó d sz e r  a l a p j á n  
m ű k ö d ik , m e ly n e k  l e í r á s a  p l . t  G .H a d le y , L in e a r  p ro g ram m in g  
/ U n i v e r s i t y  o f  C h ic ag o  A d d iso n -W e rle y  P u b l i s h i n g ,  Com pany, I n c .  
1 9 6 6 /  c .  k ö n y v b e n  m e g t a l á l h a t ó .
A p ro g r a m o t a f e l m e r ü l t  ig é n y e k n e k  m e g f e le lő e n  t ö b b f é l e  
v á l t o z a t b a n  k é s z í t e t t ü k  e l .
a /  C sak  f e r r i t  m e m ó riá t h a s z n á ló  v á l t o z a t
Ez a p ro g ra m  d o lg o z ik  a l e g g y o r s a b b a n ,  de c s a k  k i s m é r e tű  
m á t r ix o k r a  a lk a l m a s .  A p ro g ram m a l s z á m o lh a tó  m a x im á lis  m ére ­
t e k r e  f e n n  k e l l  á l l n i  a k ö v e tk e z ő  e g y e n lő t l e n s é g n e k  3 (m+n) ♦
+ mn = 4 0 9 6 .
b /  C sak  a  d o b a e m ó r lá t  h a s z n á ló  v á l t o z a t
E p ro g ram m al m e g o ld h a tó  f e l a d a t  m a x im á lis  m é r e t e i  nem 
l é p h e t i k  t ú l  a  k ö v e tk e z ő  k é t  e g y e n l ő t l e n s é g e t  
mn + 3 (m+n) á  7600 
2m + n  = 3 ОО
Danes I s tv á n  -  Simon I s tv á n t
2 0 2  -
с /  A f e r r i t  é s  d o b m em ó riá t e g y s z e r r e  h a s z n á ló  v á l t o z a t
Ez az e lő z ő e k h e z  k é p e s t  l a s s a b b ,  de e z  a l a s s ú s á g  a l i g  
m é rh e tő *  S e g í t s é g é v e l  e lv é g e z h e tő  f e l a d a t  m a x im á lis  m é r e t e i t  
a  k ö v e tk e z ő  k é t  e g y e n l ő t l e n s é g  k o r l á t o z z á l
2m + n  = ЗЮ  
3(m +n) ♦ ш  = 11300
d /  O p t im á l is  t á b l á t  k i í r ó  v á l t o z a t
Ez a p ro g ra m  a c / - b e n  e m l í t e t t h e z  k é p e s t  c s a k  a n n y ib a n  
k ü lö n b ö z ik ,  h o g y  a z  o p t i m á l i s  m e g o ld á so n  k í v ü l  még az  o p tim á ­
l i s  t á b l á t  i s  k i i r j a .
Az a / - d / - i g  f e l s o r o l t  p ro g ram o k  a z  a d a to k  b e o lv a s á s a k o r  
a d a t k o n t r o l l á l á s t  i s  v é g e z n e k .
e /  A d a tb e o lv a a á a k o r  e l l e n ő r z é s t  nem v é g z ő  v á l t o z a t
Ez a p ro g ra m  k é p e s  a  G ie r  s z á m o ló g é p e n  e l é r h e t ő  m a x im á lis  
a d a t  tö m e g g e l d o lg o z n i  a n é l k ü l ,  hogy  m á g n e s s z a la g o t  h a s z n á ln a  
a d a to k  t á r o l á s á r a ,  Az e f e l a d a t t a l  m e g o ld h a tó  m a x im á lis  m é re ­
t e k e t  a k ö v e tk e z ő  k é t  e g y e n lő t l e n s é g  k o r l á t o z z a :
2m + n  4  3 1 O
3(m + n ) + mn á 12500
Ehhez a  p ro g ram h o z  m e g je g y e z z ü k , h o g y  b e o lv a s á s n á l  a b e ­
o lv a s á s  h e l y e s s é g é t  nem e l l e n ő r z i .  E z é r t  c s a k  a k k o r  h a s z n á l ­
j u k ,  ha más l e h e t ő s é g  n i n c s  i l y e n  n a g y m é re tű  f e l a d a t  m eg o ld á ­
s á r a .
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C é lfü g g v é n y t  v a r i á l ó  s z im p le x  m ó d sze r
Az e l s ő  p o n tb a n  e m l í t e t t  f e l a d a t  a n n y iv a l  b ő v ü l ,  h o g y  nem  
e g y ,  hanem t e t s z ő l e g e s  szám ú k o n k r é ta n  a d o t t  c é l f ü g g v é n y  m e l l e t t  
s z á m o lja  k i  a z  o p tim u m o k a t. A p ro g ra m  e g y ü t t  h a s z n á l j a  a dob  é s  
f e r r i t m e m ó r i á t ,  F e l t é t e l e z i ,  hogy  a c é l f ü g g v é n y e k n é l  m in d ig  a z o ­
n o s  t i p u s u  s z é l s ő ó r t é k e t  k e r e s ü n k ,  v a g y  m ind maximum, v a g y  m in d  
m inim um , A c é l f ü g g v é n y  - 1 - e l  v a ló  s z o r z á s á v a l  a s z é l s ő é r té k m k  azo­
n o s  t ip u s u a k k á  h o z h a tó k ,
A p ro g ram m al m e g o ld h a tó  f e l a d a t  m é r e t e i :
2 n  + n  = 510
mn ♦ 4m + 5n  = 11500
Simon Istv á n :
Sim on I s t v á n :
C é lfü g g v é n y  s z e r i n t  p a r a m e t r i z á l ó  s z im p le x  m ó d sze r 
A p ro g ram  az
Ах = b
ahol X a 0 
b * 0
A pedig m x  n -e s  m átrix f e l t é t e l e k  m e lle t t  o p tim a liz á lja  a 
z ( x )  = (c, + X c*)  x  cé lfü g g v én y t  
a = A = a^
a és a^ a d o tt határok a A param éterre.
a h o l
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A m eg o ld h a tó  f e l a d a t  m é r e t e i t  a k ö v e tk e z ő  k é t  e g y e n lő t l e n s é g  
k o r l á t o z z a :
2 »  + n  á 310 
Ш  ♦ 5 (* + n ) á  11000
S r a j b e r  B en ed ek :
M ó d o s í to t t  s z im p le x  m ó d sze r
Ez a p ro g ra m  a j ó l  i s m e r t  k é t f á z i s ú  " r e v i s e d "  m ó d s z e r t  
d o lg o z z a  f e l ,  az
A x  = bS —
b  è  0
X è 0
e x  — ► o p t .
f e l a d a t r a :
а /  A f e l a d a t  m á t r i x á t  h é z a g o s á n  t á r o l ó  v á l t o z a t .
A f e l a d a t  m a x im á lis  m é r e t e i t  a k ö v e tk e z ő  k é t  e g y e n lő t l e n s é g  
k o r l á t o z z a :
m2 ♦ 2(m+n) + mn = 7350 
n  + 5m = 600
b /  A f e l a d a t  m á t r i x á t  tö m ö re n  t á r o l ó  v á l t o z a t  
E z t  a v á l t o z a t o t  a k k o r  é rd e m e s  h a s z n á l n i ,  ha  a f e l t é t e l i  m át­
r i x b a n  ig e n  so k  a 0 e le m . (p o n to s a b b a n  a k k o r ,  h a
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2 n 2 -  n  > 2 e
a h o l  e a m á tr ix b a n  s z e r e p l ő  (D—t ó i  k ü lö n b ö z ő  e le in e k  szám a#) 
h b b en  az e s e tb e n  a f e l a d a t  m é r e t e i t  a  k ö v e tk e z ő  k é t  e g y e n lő t ­
le n s é g  k o r l á t o z z a :
n  + 5m = 600
m2 + 2 (m+n+e) 4  7550
Simon I s t v á n :
C é l fü g g v é n y t  é s  k a p a c i t á s v e k t o r t  v a r i á l ó  l i n e á r i s  p r o g r a m o z á s i
p ro g ram
A p ro g ram  az
A I  ;  b.
z ^ ( x )  ----*  o p t .  f e l a d a t o t  o l d j a  m eg, ahol-
A mx n m é re tű  m á t r ix  é s  i = l , 2 , . . . , k  ( a z a z  t e t s z ő l e g e s  szám ú 
k a p a c i t á s  é s  c é lf ü g g v é n y  v e k to r  v a r i á n s o k  m e l l e t t  o l d j a  meg az 
o p t i m a l i z á l á s i  f e l a d a t o t ) .
A p ro g ram m al e lv é g e z h e tő  f e l a d a t o k  m é r e t e i t  a k ö v e tk e z ő  
k é t  e g y e n lő t l e n s é g  k o r l á t o z z a
2m + n 4 520
mn + ám + 5n + km 4 1 0 9 5 0
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K a p a c i t á s v e k to r  s z e r i n t  p a r a m e t r i z á l ó  l i n e á r i s  p r o g r a m o z á s i
p ro g ra m
A p ro g ram  a k ö v e tk e z ő  a la k b a n  a d o t t  f e l a d a t o t  o l d j a  meg: 
A X á  b ♦ /V b*
c  X --------► o p t#
a h o l  A m X n - e s  m á t r ix ,  é s  Л  eg y  e l ő r e  a d o t t  t e t s z ő l e g e s  
in te r v a l lu m b a n  m ozogható  p a r a m é te r #  A p ro g ram m al e lv é g e z h e tő  
f e l a d a t o k  m é r e t e i t  a k ö v e tk e z ő  k é t  e g y e n lő t l e n s é g  k o r l á t o z z a :
2m ♦ n  ж 320
mn + 4m ♦ 3 n  á  12000
Simon Istv á n t
Bakó A ndrás:
E g y e d i k o r l á t o s  s z im p le x  a lg o r i tm u s
A p ro g ram  a k ö v e tk e z ő  a la k b a n  a d o t t  f e l a d a t o t  o l d j a  meg:
А X á b 
О Й X á  к  
C X ------ >■ o p t #
a h o l  A eg y  m x  n - e s  m á t r i x ,  к  p e d ig  e g y  n  d im e n z ió s  k o r ­
l á t o z ó  o s z lo p v e k to r #  E z t  a p ro g ra m o t a k k o r  é rd em es h a s z n á l n i ,  
h a  a l i n e á r i s  p ro g ra m o z á s i  f e l a d a to k b a n  a v á l to z ó k r a  so k  e g y e ­
d i  k o r l á t  v a n  k i r ó v a .  Az a lg o r i tm u s  l e í r á s  m e g ta l á lh a tó
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W «W .Garvin: I n t r o d u c t i o n  t o  l i n e a r  p ro g ram m in g  /Me G ra w -H il l -  
Book Company, In c*  N.Y.  I9 6 0 )*
A p ro g ram m al e lv é g e z h e tő  f e l a d a t  m é r e t e i t  a k ö v e tk e z ő  h á ­
rom  e g y e n lő t l e n s é g  k o r l á t o z z a :
mn + 5(m +n) (=. IO5 OO 
4m ♦ n  á  6 5 0  
5m ♦ 2n  á  6 5 0
Sim on I s t v á n :
A d a te l l e n ő r z ő  p rog ram ok
A l i n e á r i s  p ro g ram o k  nagy  a d a t tö m e g g e l  d o lg o z n a k , s z ü k ­
s é g e s s é  v á l t  az  a d a to k  g é p r e v i t e l e  e l ő t t  e g y  m e g n y u g ta tó  a d a t ­
e l l e n ő r z é s i  r e n d s z e r t  k i d o l g o z n i .  E c é l b ó l  m inden  e d d ig  f e l s o r o l t  
l i n e á r i s  p ro g ram h o z  t i p u s á n a k  m e g fe le lő  a d a t e l l e n ő r z ő  p r o g r a ­
m ot k é s z i t e t t ü n k .  E zek  a  p ro g ram o k  a k é z i  ly u k a s z t á s b a n  e l ő f o r ­
d u lh a tó  h i b á k a t  k ü s z ö b ö l ik  k i .
Komáromi É va:
M a x im á lis  s a . j á t é r t é k  é s  a h o z z á t a r to z ó  s a j á t v e k t o r  k i s z á m í t á s a
A p ro g ram  az O rs z á g o s  T e r v h iv a t a l  s z á m á ra , s p e c i á l i s  f e l ­
a d a t r a  k é s z ü l t ,  G i e r - a l g o l b a n .  A p ro g ra m  k ö z p o n t i  r é s z e  eg y  
n e m n e g a tiv  m á t r ix  m a x im á lis  s a j á t é r t e k é n e k  é s  a h o z z á t a r to z ó  
s a j á t v e k t o r á n a k  k i s z á m í t á s á r a  s z o l g á l ,  i t e r a t i v  m ó d s z e r r e l  s z á -
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m o l, a k í v á n t  p o n to s s á g  e l ő r e  m egad h a tó *  A m á t r ix  m é re te  9 x 9 ,  
de a p ro g ram  n a g y o n  k i s  v á l t o z t a t á s á v a l  t e t s z ő l e g e s ,  de maximum 
60 X 6 0 -a s  m á t r i x  m e g o ld á s á ra  a lk a lm a s .
P re y  Tamást
S zű rő k  m é re te z é s e
A f e l a d a t  tö b b  r é s z p r o g r a m b ó l  á l l .  A la p f e la d a ta  a m agas 
fokszám u a l g e b r a i  e g y e n le te k  z é r u s h e ly e in e k  2 0 -2 5  é r t é k e s  
je g y r e  p o n to s  m e g á l l a p í t á s a ,  é s  e z e k  a l a p j á n  az  u n . H u rw itz — 
p p lin o m o k  u g y a n i ly e n  p o n to s s á g ú  e l ő á l l í t á s a .  ( F e l h a s z n á l t  mód­
s z e r e k e t  1 .  " E g y e n le te k  m e g o ld á sa  s z a k a s z o n k é n t i  p e r t u r b á c i ó ­
v a l " ,  i l l .  " H o s s z u s z a v a s  a r i t m e t i k a i  m ű v e le te k  ELLIOT 805 
g é p r e " ,  " H o s s z u s z a v a s  p ro g ra m  k o m p lex  g y ö k té n y e z ő k  ELLIOT 
805 gépen  t ö r t é n ő  ö s s z e s z o r z á s á r a " ) • F o n to s  m e l l é k f e l a d a t  
e g y  a l g e b r a i  e g y e n le tb e n  s z e r e p l ő  p a r a m é te r  m in im a l iz á lá s a  
azo n  m e l l é k f e l t é t e l  m e l l e t t ,  hogy  a z  e g y e n le t  z é r u s h e l y e i  e g y  
a d o t t  e g y e n l ő t l e n s é g i  f e l t é t e l t  k i e l é g í t s e n e k .
V arga G y u la :
H o ss z u sz a v a s  a r i t m e t i k a i  m ű v e le te k  ELLIOT 8 0 5 - a s  g é p r e .
Az i t t  i s m e r t e t é s r e  k e r ü lő  m ű v e le te k b e n  r é s z tv e v ő  s z á ­
mok m a x im á lis  t e r j e d e lm e  55 é r t é k e s  s z á m je g y , e b b ő l  10 e g é s z  
é s  25 t i z e d e s  j e g y .
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Számok ábrázolása»
A hosszuszavas számok ábrázolásához 8 egymás utáni rekesz­
re van szükségünk: az első hét mindegyikében egy-egy legfeljebb 
5 jegyű fiktiv egész szám foglal helyet, melyeket a gépben nagy­
ságrendi relációk kapcsolnak össze egész és tizedes tört részek­
kel rendelkező egyetlen számmá, az utolsó rekeszben elhelyezett 
♦1 vagy -1 pedig a szám előjelét reprezentálja« (Ha a Szám 0, 
az előjel rekesz tartalma +1«) Ha pl« egy számot az A7-A0 reke­
szekben tárolunk, a szám egész része az A7 és A6, tizedestőrt 
része as A5-A1, az előjelet reprezentáló -fi vagy -1 pedig az АО 
rekeszekben foglal helyet, vagyis a hosszuszavas szám értéke:
( АО) . [ ( A7)l05f( A 6 M  A5) .10“5+( A4) .10*“10f( A3) .Ю*"15*
♦ (A2).10*^°-f(Al)«10-25 ] ,
(ahol (AI) jelenti az AI rekeszben tárolt egész számot«)
Az Így részekre osztott szám szalagra lyukasztása az autó­
kod szabályainak megfelelően történik«
Műveletek:
1«/ Összeadás: A benne résztvevő számok elhelyezése az A7-A0 
és B7-B0 rekeszcsoportokban történik, az eredmény a G7-00- 
ban jelenik meg. Behívás az l)«es ref« számról történik, 
de előtte Y « 1 írandó*
2«/ Kivonás: Kisebbítendő: А?-АО$ kivonandó: B7-B0, különbség: 
C7-C0« Behívás: l)-es ref. számról, előtte Y » -1 írandó« 
3«/ Szorzás: Tényezők: A7-A0 és B7-B0, szorzat: C7-£0. Behí­
vás: 10)-es ref« számról«
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4./ Reciprokérték képzését Benne résztvevő szám: U7-U0.
Eredményt C7-C0. Behívást 19)-es ref. számról«
5*/ Négyzetgyökvonást Benne résztvevő számt V7-V0. Eredményt 
V15-V8« Behívást 53)-as ref. számról« Ha e két utóbbi mű­
velet nem hajtható végre, ezt a gép megfelelő szöveg kiadá­
sával jelzi és leáll.
Deklaráclókt
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SETR 43
Megjegyzések»
A hosszuszavas műveletek végzésére alkalmas szubrutlncsoportot 
programunk elején helyezzük el, s első bemenő adatként közöljük 
azt a ref« számot, amelyen a program munkáját ténylegesen meg­
kezdi, majd a 27)-es ref« számról Indítsuk el a gépet, amely elő­
ször az Yl-Yll rekeszekben a 10°-10‘1'0 mennyiségeket tárolja, 
majd az általunk megadott ref. számra ugrik«
2 11  -
Varga Gyulát
H o sa z u sz a v a a  p ro g ra m  kom plex  g y ö k té n y e z ő k  E l l i o t t  8 0 3 - a s  
K épen t ö r t é n ő  ö s s z e a z o r z á s á r a
Az i t t  i s m e r t e t é s r e  k e r ü lő  p ro g ra m  a z t  a  c é l t  s z o l g á l j a ,  
h o g y  s e g í t s é g é v e l  Z  -  f a  i + j / 3 j ) 2 a l a k ú  k o m p lex  g y ö k té n y e z ő ­
k e t  s z o ro z z u k  ö s s z e ,  m a jd  k é p e z z ü k  a  k a p o t t  R p o lin o m  é s  e g y  
e l ő r e  m e g a d o tt  h a s o n ló  t i p u s u  Q p o lin o m  k ü lö n b s é g e k é n t  e l ő á l ­
l ó  S p o lin o m o t*
2 2A z~  -  z ^  a l a k ú  g y ö k té n y e z ő k  Ö s s z e s z o r z á s a  f o k o z a to s a n  
egym ás u tá n  t ö r t é n i k  a
2 , ^  (^-<>  2 K  ^  < - )
К  - 2  m)2^ ctK . z =2, a x ’z
u « o  u » o
e g y e n lő s é g b ő l  adódó
Cw.-i) г
a k = iN<5
O - ') * («)
a c = - ú , • л- о * H





V о c U < iyUL.
r e k u r z í v  fo r m u lá k  a l a p j á n ,  a h o l  a z  m db  g y ö k té n y e z ő
ö s s z e s z o r z á s a  r é v é n  k e l e t k e z ő  p o lip o m b a n  a  2K ~ ad ik  h a tv á n y  e g y ü t t ­
h a t ó j á t  j e l e n t i ,  n  p e d ig  az  ö s s z e s z o r z a n d ó  g y ö k té n y e z ő k  szám a*
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A s z á m o lá s  a h o s s z u s z a v a s  a r i t m e t i k a i  m ű v e le te k  s e g í t s é g é ­
v e l  t ö r t é n i k  25  t i z e d e s  p o n t o s s á g r a ,
A p ro g ra m  bemenő a d a t a i n a k  l y u k a s z t á s a  az a l á b b i  s o r r e n d b e n  
t ö r t é n i k *
1 ,  /  Az a r e f ,  szám , a m e ly e n  a  p ro g ram  m u n k á ja  e lk e z d ő d ik  /1 9 /»
2 ,  /  Az ö s s z e s z o r z a n d ó  té n y e z ő k  szám a /М 2 /,
5 , /  A ~Zí = oCi k o m p lex  szám o k , k é p z e t e s - v a l ó s  s o r r e n d ­
b en  / a  h o s s z u s z a v a s  szám ok l y u k a s z t á s !  s z a b á l y a i  s z e r i n t / ,
4 « /  A Q p o lin o m  e g y ü t t h a t ó i  c sö k k e n ő  fo k sz á m  s z e r i n t ,  v a l ó s -  
k é p z e te s  s o r r e n d b e n  / a  h o s s z u s z a v a s  szám ok l y u k a s z t á s t  s z a ­
b á l y a i  s z e r i n t / .
Az e re d m én y e k  n y o m ta tá s i  s o r r e n d j e  a k ö v e tk e z ő :
R p o lin o m  m a x im á lis  fo k sz ám u  t a g j a  e g y ü t t h a t ó j á n a k  v a ló s  
é s  k é p z e t e s  r é s z e ,  e z u t á n  az  S p o lin o m  m a x im á lis  fokszám u  
t a g j a  e g y ü t t h a t ó j á n a k  v a l ó s  é s  k é p z e t e s  r é s z e ,  s , i , t ,  c s ö k ­
k en ő  fo k sz á m  s z e r i n t  v á l t a k o z v a ,
A p ro g ra m  l e f u t t a t á s á h o z  az a l á b b i a k  d e k l a r á l á s á r a  van  s z ü k ­
s é g :
SETS A (1 1 )B (1 1 )C (8 )D  (M 2 + l) ,1 6 —1 E ( 5 l ) F ( l 5 ) H
(1 )JK (4 )L M (2 )N 0 Y (1 1 )Z (4 )
SETR 27
M e g je g y z é s :
A p ro g ram  f e l h a s z n á l á s a  e d d ig  a ^
0 . ( ? г) A  i £  T
u-\ = <
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k o m p lex  e g y ü t t h a t ó s  p o lin o m  23 t i z e d e s  p o n to s s á g r a  v a ló  f a k t o -  
r i z á l á s a  s o r á n  t ö r t é n t *  a  2 j  z.oCj_ +  i (il k o m p le x  szám ok s e —
t t 2, *i
g i t s é g é v e l  e l ő á l l í t o t t u k  a  R ( Z 2) r  'tT i $ u )  J
U« \
p o l in o m o t ,  s  a Q (Z * -)p o lin o m m a l v a ló  ö s s z e h a s o n l í t á s  s o r á n  
n y e r tü n k  t á j é k o z t a t á s t  a  Zi  k ö z e l i t ő  gyökök p o n to s s á g á r ó l#
Á bel L á s z ló n á l
Termelési függvények számítása
1« Az e l s ő  m o d e ll  a
V/ c / A K ^ L ^ -
a l a k u  t e r m e l é s i  fü g g v é n y e k  s z á m í tá s a  az  1957-64- é v e k  a d a t a i
a la p j á n *
A p ro g ra m n é g y  v á l t o z a t r a  k é s z ü l t :
/X
a / V  - A  ^
ъ / V *  A  K *
с / V -  А К /  L f  _
d / V :  A K *  L /  -  U^L2
V -  n e t t ó  t e r m e l é s
K1 -  te r m e lő  á l l ó a l a p o k
K2 -  h a s z n o s í t o t t  á l l ó a l a p
4 -  f o g l a l k o z t a t o t t a k  szám a
L2 -  m u n k á s lé ts z á m
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A s z á m í t á s t  m k ü lö n b ö z ő  é r t é k e i  m e l l e t t  k e l l  e l v é g e z n i ,  
m é g p ed ig  az  m « 0 , 5 , 1 0 , . . . , 1 0 0  é r t é k e k n é l .
M inden e g y e s  s z á m í t á s n á l  k i i r a n d ó k t
A, oixft p a r a m é te r e k ,  L )  ^c  t  ^A<g-*- ( '£  = • 1 , 2 , 3 ' )
\j   ^ a s z á m í t o t t  V é r t é k e k
é s  R %  -I '  ------------------  a h o l  V  = ~  V -
S ( N / c - V ) 1 i -
V - <2 - vue L
А Л






X, H n  U  
Xj  :  Iw L  
C - - ( x V ) - 1
A m elyik m é r t é k n é l  R^ m a x im á l is ,  o t t  az  (m -4 ,m + 4) i n ­
te r v a l lu m b a n  m m in d en  e g é s z  é r t é k r e  e lv é g z e n d ő  a s z á m i t á s .
2 .  A m ásod ik  p ro g ra m  a
ec, уЗ
V = A K  L
a la k ú  t e r m e l é s i  fü g g v é n y e k  s z á m í t á s á v a l  k a p c s o l a t o s  az  1949-*64 
é v e k  /1 9 5 6  k i h a g y v a /  a d a t a i  a l a p j á n .
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Négy v á l t o z a t  k é s z ü l t  , m in t a z  e l ő b b i  m o d e llb e n . 
K i i r a n d ó k i  Д v ^  v /3, Vi és ci \ V e -  (<• r  1 «2 i 3 )
5 .  A h a rm a d ik  p ro g ra m  a 
V я Д  e  * *
a l a k ú  t e r m e l é s i  fü g g v é n y e k  s z á m i t á s á t  v é g z i  az  1 9 4 9 -6 4  é v e k  
a d a t a i  a la p já u l .
Négy v á l t o z a t  k é s z ü l t ,  m in t a z  1 .  f e l a d a t b a n .
K i i r a n d ó k i  л , г л ,  _______  V
A  , c C % A , V L <?s R  , <o ; JcT t S  ( L ! V > 3 )
S z á m í t á s t e c h n ik a i l a g  m indhárom  e s e t e t  az  a l á b b i  l i n e á r i s  
m o d e l l r e  v e z e t t ü k  v i s s z a :
у  -.fi0 *ßi  X ,  + / 3 t  х г
( a z  Y, X^, Xg v á l to z ó k  e s e t e n k é n t  r é s z b e n  e l t é r ő k ) .  
A p ro g ram  G ie r —a lg o lb a n  k é s z ü l t .
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F e h é r  G yörgynél
S z im m e tr ik u s  m á tr ix o k  aa,1 á t é r t é k e l n e k  é s  s a j á t v e k t o r a i n a k  
m e g h a tá ro z á s a  J a c o b l - m ó d a z e r r e l .
A p ro g ra m  a u to k ó d b a n  k é s z ü l t  a z  U r a l - 2  g é p re  k é t  v á l t o ­
z a tb a n *  As e l s ő  v á l t o z á t  maximum 40  x  4 0 - e s  s z im m e tr ik u s  m át­
r i x  s a j á t é r t é k p r o b l é m á j á t  k é p e s  m e g o ld a n i ,  kb* 1 ó r a  20 p e r c  
a l a t t i  a  m á s ik  v á l t o z a t  lé n y e g e s e n  l a s s a b b a n ,  maximum 1 7 0 -e d  
r e n d ű  m á tr ix b a n  m űködik* A p o n t o s s á g i  ig é n y  e l ő r e  megadható«*
I ro d a lo m :
a /  D .K .F a g y a je v , V .N .F a g y a je v a t  V ü c s l s z l i t e l n ü j e  m eto d ü  l i n e j n o j  
a l g e b r ü .
b /  Bodewigs M a t r ix  c a l c u l u s .
F o l t é n y i  V ilm os*
Az U r a l - 2  EFT a u tó k ó d
Az a u tó k ó d  a z  ELLIOTT 803B  e l e k t r o n i k u s  szá m o ló g é p  A 1 0 3 -
a s  a u to k ó d ja  a l a p j á n  k é s z ü l t .
A k é t  a u to k ó d  lé n y e g e s e b b  e l t é r é s e i  a k ö v e tk e z ő k :
Az U r a l - 2  EFT a u to k ó d  (EFT = ELLIOTT-FOI/TÉNYI-TARNAY) k é ­
p e s  -  k u l c s á l l á s t ó l  fü g g ő e n  -  m in t  t e l e ,  m in t t e l e x - k ó d b a n  
l y u k a s z t o t t  s z a la g o k  f o r d í t á s á r a .  Az e red m én y ek  l y u k a s z t á s a  
i s  a  k á t  k ó d r e n d s z e r  k ö z ü l  b á rm e ly ik b e n  t ö r t é n h e t .
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Az U r a l - 2  EFT á l l to k o d n á l  az in d e x  é r t é k é n e k  a  k i s z á m í t á s á ­
n á l  az  in d e x b e n  s z e r e p l ő  v á l t o z ó  a b s z o l ú t  é r t é k é v e l  v e s z  r é s z t *  
Az U r a l - 2  EFT a u to k ó d n á l  n in c s e n e k  meg a  VARIFAY é s  a  
MODIFAX u t a s í t á s o k  m e g f e le lő i*
Az ELLIOTT a u to k ó d b a n  h a s z n á l t  ö s s z e s  f i lm m e l k a p c s o la to s  
u t a s í t á s o k n a k  az  URAL-2 EFT a u to k ó d b a n  n i n c s  meg a  m e g f e le lő jü k *  
E zek  h e l y e t t  o ly a n  f e l t é t e l  n é l k ü l i  m á g n e s s z a la g r a ,  i l l *  d o b ra  
t ö r t é n ő  i r ó  v a g y  e z e k r ő l  o lv a s ó  u t a s í t á s o k a t  l e h e t  h a s z n á l n i ,  
am e ly ek b e n  m egadva a z ó n a sz á m o t v ag y  d o b c im e t ( a k á r  eg y  in d e x e s  
v á l t o a ó  p i l l a n a t n y i  é r t é k é v e l  i s ) ,  v a la m in t  az  á t í r á s r a  k e r ü l ő  
töm b h o s s z á t*  П *  FRUM(l) FROM A (KtL) j e l e n t é s e i  a z  
A (K ), A (K +l) , * • * , ACL) v á l to z ó k  p i l l a n a t n y i  é r t é k e i t  a  gép v ig y e  
á t  az  I*  v á l t o a ó  a k t u á l i s  é r t é k é v e l  k e z d ő d ő  d o b e im tő l  k ezd v e*
A g é p ik ó d  p ro g ra m b lo k k o k  u t a s í t á s a i  a z  URAL-2 g é p i  u t a s í ­
t á s a i h o z  id o m u lta k *
A f o r d í tó p r o g r a m  á t a d á s a  ó ta  f e l s z í n r e  k e r ü l t e k  b iz o n y o s  
t o v á b b f e j l e s z t é s i  le h e tő s é g e k *  A n y e lv  le g s z ű k e b b  k e r e s z tm e t ­
s z e t é t  j e l e n t ő  i n d e x e k n é l ,  v a la m in t  a z o n ,  h o g y  az  é r té k a d ó  u t a ­
s í t á s o k n á l  a  j o b b o ld a lo n  l e g f e l j e b b  c s a k  k é t  v á l t o z ó  s z e r e p e l ­
h e t ,  v á l t o z t a t n i  a k a ru n k *  E zek en  tú lm e n ő e n  az  u j  f o r d í tó p r o g r a m  
n ag y o b b  h a t á s f o k k a l  n ag y o b b  p ro g ram o k  l e f o r d í t á s á r a  l e s z  a l k a l ­
mas* Az u j  f o r d í tó p r o g r a m  e l k é s z í t é s e  fo ly a m a tb a n  v a n .
Az URAL-2 EFT a u to k ó d  r é s z l e t e s  l e í r á s a  m e g ta l á lh a tó  
F o l t é n y l  V ilm o s -T a rn a y  G y u lá t "Az U r a l - 2  gép  EFT a u tó k ó d ja "  c .  
k ia d v á n y b a n  /MTA S z á m í tá s te c h n ik a i  K ö z p o n t, s a j t ó  a l a t t . /
-  218
G e rg e ly  J ó z s e f :
Egy s t a t i s z t i k a i  t á b l á z a t  s z á m o lá s a .
F o ly a m a to s  t e r m e l é s t  b i z t o s i t ó  l e g k i s e b b  r a k t á r k é s z l e t  
m e g h a tá r o z á s á v a l  k a p c s o l a tb a n  m e r ü l t  f e l  a k ö v e tk e z ő  e g y e n le t  
n u m e rik u s  m e g o ld á sa :
* ■ ■ £  ( í ) 0 - x -
j , 0 Í P ( x 4
0
a h o l  a  [  "] j e l  az  e g é s z  r é s z  j e l ö l é s é r e  s z o l g á l .
A r a k t á r o z á s i  p ro b lé m a  m a te m a t ik a i  l e í r á s a ,  v a la m in t  az 
( 1 )  e g y e n le t  f e l á l l i t á s a  é s  n ag y  n - e k  m e l l e t t  a z  e g y e n le t  g y ö -  
k e in e k  a s s z im p to t ik u s  k ö z e l i t é s e  ( k -  j e l ö l é s s e l )  m eg ta ­
l á l h a t ó  az  M  é s  [ 2 "] c ik k e k b e n .
A 3 - a s  c ik k  f o g l a l k o z i k  az  ( l )  e g y e n l e t  m e g o ld á s á v a l  
é s  k ö z l i  a gyökök t á b l á z a t á t  n = l , 2 , • . • , 1 0 0 ;  £ =  0 , 1 ,  0 ,0 5 »  
0 ,0 2 5 »  0 ,0 1 ,  0 ,0 0 5  p a r a m é te r  é r t é k e k  m e l l e t t .  R a k t á r o z á s i  
p ro b lé m á k n á l  a zo n b an  s z ü k s é g  v a n  ( l )  m e g o ld á s ra  <£ >  0 .1  e s e t ­
ben  i s .  E z e k e t  a s z á m o lá s o k a t  v é g e z tü k  e l  az  U r a l - 2 - e s  szám o­
ló g é p e n .
J e l ö l j ü k  Xn - e l  a d o t t  n  m e l l e t t  a z  (1 )  e g y e n l e t  m eg o ld á ­
s á t .  A gyökök k ö z ö t t  f e n n á l l  az
+ 4 У X  л. ~ И  ^ W.)
e g y e n l ő t l e n s é g .  E z t f ig y e le m b e v é v e  a z  Хд+1 k ö z e l i t ő  g y ö k ö t 
az  ő t  k ö z re fo g ó  Xß é s  Хд  -  (XQ__^  -  X^) é r t é k b ő l  k i i n d u l v a
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(X^ é s  X2 kö n n y en  k i s z á m í t h a t ó )  i t e r á c i ó s  e l j á r á s s a l  k a p ­
tu k  m eg . M in th o g y  az  n  n ö v e k e d é s é v e l  az  a z a z  az
i t e r á c i ó  k i i n d u l á s á u l  v á l a s z t h a t ó ,  a  g y ö k ö t t a r t a l m a a ó  i n t e r ­
v a llu m  h o s s z a  c sö k k e n  e g y s z e r ű  l i n e á r i s  l n t e r p e l á c i ó v a l  három  
m ajd  k é t  i t e r á c i ó s  l é p é s b e n  h a t  t i z e d e s  p o n to s s á g g a l  e l j u t o t ­
tu n k  a g y ö k ö k h ö z , e z é r t  f e l e s l e g e s n e k  l á t s z o t t  m ag asab b  fo k ú  
k ö z e l í t é s t  h a s z n á l n i .
Az ( l )  b a l o l d a l á n  a z  ö s s z e a d a n d ó  t a g o k a t  a s z á m o lá s u k n á l  
f e l l é p ő  n a g y  n a g y s á g r e n d i  e l t é r é s e k  m i a t t  lo g a r i tm u s  s e g í t s é ­
g é v e l  s z á m o l tu k .  Az l n ^ 1^  = Lw* ! -  t u .  j ! -  (Lie ( w - j  ) !  - b a n  
s z e r e p l ő  f a k t o r i á l i s o k  l o g a r i t m u s a i t  n = 2 5 - ig  t á b l á z a t o s á n  a d ­
tu k  meg n ^ 2 5 - r e  p e d ig  a p o n t o s í t o t t  S t i r l i n g  f o r m u lá b ó l  n y e r t
I n  hJ  'V (V +  y )  t*.  b - u *  + + Ln, V 21Г
k é p l e t t e l  s z á m o ltu n k , am i n > 2 5  e s e t b e n  n y o lc  t i z e d e s r e  
p o n to s  I n  n i  é r t é k e t  a d .
A M  c ik k b e n  az ( l )  e g y e n l e t  g y ö k e in e k  a s s z i m t o t i k u s  k ö ­
z e l í t é s é r e  h a s z n á l t
f u ~ l '
i г и. 6 0
é r t é k e i t  £  ш 0 . 1  é s  n = l , 2 , . « . , 2 0 0  e s e te k b e n  k is z á m o l tu k *  
ö s s z e h a s o n l í t á s  c é l j á b ó l  n é h á n y  n  m e l l e t t  k ö z ö l jü k  az  ( l )  
e g y e n le t  g y ö k e in e k  a f e n t i e k  a l a p j á n  k i s z á m o l t  g y ö k e i t ,  v a ­
l a m in t  a ( 2 ) - b ő l  n y e r t  a s s z im to t ik '- ^  k ö z e l í t é s e i t :
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n Xn X;
5 .446980 .4 7 9 9
10 .322601 .3 3 9 3
15 .2 6 ^8 8 5 .2 7 7 0
20 .231555 .2 3 9 9
25 .2 07901 .2 1 4 6
30 .1 90321 .1 9 5 9
40 .165471 .1 6 9 7
50 .1 4 8 3 9 8 .1 5 1 7
60 .1 3 5 7 3 4 .1 3 8 5
80 .1 17873 .1 2 0 0
100 .1 0 5 6 2 7 .1 0 7 3
Az ( l )  e g y e n l e t  m e g o ld á s á t  £ = 0 . 1 ,  0 .1 2 ,  0 1 1 4 , 0 .1 6 ,
0 .1 8 ,  0 .2  é r t é k e k  m e l l e t t  n = l , 2 , . . . , 1 0 0 - r a  v é g e z tü k  e l  
h a t  t i z e d e s  p o n t o s s á g i g .  A k a p o t t  gyök ö k  £  = 0 .1  m e l l e t t  
m egegyeznek a  И c ik k e k b e n  k ö z ö l t  e re d m é n y e k k e l .
Az a l á b b i a k b a n  a k a p o t t  gyökök t á b l á z a t á b ó l  k ö z lü n k  r é s z ­


































0 .1 0 .1 0 .1 4 0 .1 6 0 .1 8
900000 .8 8 0 0 0 0 .8 6 0 0 0 0 .8 4 0 0 0 0 .8 2 0 0 0 0
683772 .6 5 3 5 8 9 .6 2 5 8 3 4 .6 0 0 0 0 0 .5 7 5 7 3 5
564810 .5 4 3 3 6 3 .5 2 3 8 5 6 .5 0 5 7 7 1 .4 8 8 8 8 5
492652 .4 7 2 4 0 7 .4 5 5 1 8 3 .4 3 9 7 8 7 .4 2 5 6 3 9
446980 .4 2 8 2 1 7 .4 1 1 3 5 9 .3 9 5 9 6 8 .382381
410373 «393388 .3 8 7 6 2 9 .3 6 5 0 0 3 .3 5 2 3 9 3
381475 •3 6 5 8 4 9 .3 5 2 0 5 9 .3 3 9 5 9 1 .3 2 8 1 1 7
358313 .3 4 3 4 4 7 .3 3 0 4 1 7 .3 1 8 7 1 7 .3 08015
339102 .3 2 4 9 7 8 .3 1 2 5 3 2 .3 0 1 3 8 3 . 2 9 1 2 2 9
322601 .3 0 9 2 5 2 .2 9 7 4 2 8 .2 8 6 7 5 9 .2 77035
295769 .2 8 3 5 4 2 .2 7 2 7 6 9 .2 6 3 0 6 3 .254171
274806 .2 6 3 4 2 4 .2 5 3 4 0 1 .2 4 4 3 9 1 .2 3 6 1 6 0
257783 .2 4 7 1 2 3 .2 3 7 7 2 3 .2 2 9 2 6 5 .2 2 1 5 4 0
243600 .2 3 3 5 3 3 .2 2 4 6 6 5 .2 1 6 6 8 3 .2 0 9 3 8 6
231553 .2 2 1 9 8 6 .2 1 3 5 6 0 .2 0 5 9 8 3 .1 9 9 0 5 9
207901 .1 9 9 3 2 2 .1 9 1 7 6 7 .1 8 4 9 7 2 .1 78766
190321 .1 8 2 4 7 5 .1 7 5 5 6 7 .1 6 9 3 5 6 .1 6 3 6 8 4
176587 .1 6 9 3 1 3 .1 6 2 9 1 1 .1 5 7 1 5 5 .151899
165471 .1 5 8 6 6 1 .1 5 2 6 6 7 .1 4 7 2 7 9 .142359
156234 .1 4 9 8 0 9 .1 4 4 1 5 4 .1 3 9 0 7 1 .134429
148398 .1 4 2 2 9 9 .1 3 6 9 3 1 .1 3 2 1 0 7 .127701
141640 .1 3 5 8 2 2 . 1 3 0 7 0 3 .1 2 6 1 0 1 .1 2 1 8 9 9
135734 .1 3 0 1 6 2 .1 2 5 2 5 8 .1 2 0 8 5 1 .1 1 6 8 2 7
130515 .1 2 5 1 5 9 .1 2 0 4 4 6 .1 1 6 2 1 1 .1 1 2 3 4 4
125857 .1 2 0 1 5 3 .1 1 6 1 5 3 .1 1 2 0 7 0 .108343
121668 .1 1 6 6 8 0 .1 1 2 2 9 0 .1 0 8 3 4 5 .1 0 4 7 4 4
117873 .1 1 3 0 4 2 .1 0 8 7 9 1 .1 0 4 9 7 1 .1 01483
,114415 .1 0 9 7 2 7 .1 0 5 6 0 2 .1 0 1 8 9 5 .098511
111245 .1 0 6 6 8 8 .1 0 2 6 7 9 .0 9 9 0 7 6 .0 95787
,108326 .1 0 3 8 9 0 .0 9 9 9 8 8 .0 9 6 4 8 1 .0 9 3 2 7 9
,105627 .1 0 1 3 0 3 .0 9 7 4 9 8 .0 9 4 0 8 0 . 0 9 0 9 5 9
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Irodalom :
( l )  Zierm ann M: A S z m irn o v - té te l  a lk a lm azása  egy  r a k tá r o z á s
(2 ) P rékopa A .: R e l i a b i l i t y  e q u a tio n  f o r  an  in v e r to r y  problem
(3 ) M il le r  A .» Table o f  P e rcen tag e  P o in ts  o f  Kolmogorov
A MTA E lm é le t i  F iz ik a  K u ta tó  C so p o rtjá n ak  m eg b ízásáb ó l 
szám o láso k a t végeztünk  eg y  tö b b  p a ra m é te r t  ta r ta lm a z ó  e n e rg ia  
k i f e j e z é s  minimumának m e g h a tá ro z á sá ra .
A f e l a d a t  m a te m a tik a ila g  a következőképpen  fo ga lm azható  
meg: a d o t t  különböző párám é t é r é r t é k  m e l l e t t  k e re sen d ő  az a
s i  p ro b lém ára . MTA MKI Közlem ényei /1 9 6 3 /  V I I I .  
ó v f .  B. s o ro z a t ,  4 . ,  309-518.
and i t s  a s im p to tic  s o lu t io n s .  P ro ce d in g s  o f  th e  
C olloquium  on th e  A p p lic a tio n s  o f  M athem atics to  
Econom ics, B u d ap es t, 1963» June 1 8 -2 2 . Akadém iai K i­
adó , B udapest, 1964 .
S t a t i s t i c s .  J o u rn a l  o f  th e  American S t a t i s t i c a l  
A sso c ia tio n  51 A 9 5 6 / 111 -1 2 1 .
Koszó Gábor*
Egy minimum k e r e s é s i  f e l a d a t
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m á t r i x ,  amely e l e g e t  t e s z  a
Z  с . 1, .  1
‘.|H
C ; ,  « C g
n o r m á lá s i  é s  s z i m m e t r i c i t á s i  f e l t é t e l e k n e k  é s  m i n i m a l i z á l j a  az
E (% , c i j  ) » í  i \ )+ E2 4
e n e r g i a k i f e j e z é s t ,  a h o l  £  ^ ( l / , C  i  j  )  a. C i j  m á tr ix e le m e k  má­
so d fo k ú  E z ( ^  C i j  )  p e d i g  n e g y ed fo k u  k i f e j e z é s e i ,  é s p e d ig :
£H l'e< UM 1,1 K ( ^ ) t 2 ? l / 0 2 ) \ 2 ^ ( ^ ) 24 2 ^ 0 3 ) U : ( * J )
3
ah o l U" ( i  i ) = Ciut С и  é s  a [ í j  k i ]  e g y ü tth a tó k
LC = 4'
t á b l á z a t o s á n  a d o t t a k .
Az ^  e l s ő  é r t é k é n é l  a
f \  о o \  /  с ;  с ;  сд \
C ° = l o  о  о  =  СГ,  С Д  С Д
\° 0 ° /  ХСДСДСДУ
m á t r i x b ó l  k i i n d u l v a  a m á tr ix e le m e k  С1г ( Сг1 = Cu  , Сц =Cti Сп - Сц 
s o r r e n d b e n  t ö r t é n ő  v á l t o z t a t á s á b a n  i t e r á c i ó s  u tó n  k e r e s t ü k  az 
e g y e s  Cij e lem ek m e g v á l to z ta t á s á h o z  t a r t o z ó  О-h o z  l e g k ö z e le b b
e s ő  minimum ot. E z t  a C«.j e lem  v á l t o z t a t á s a  e s e t é n  a k ö v e tk e z ő -
/
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képpen v ég es tü k  a m á tr ix  tö b b i  e le m é t ,v á l to z a t la n u l  hagyva k e -
. (ьч
r e a tü k  az E (^ l( C t j) = t (C ij ) m int e g y v á lto z ó s  függvény m in i-  
mamát* A i - i j  7 -b ő i  k i in d u lv a  Д  C ij lé p é s e k k e l h a la d ­
va jobb ra  vagy b a l r a ,  mig az E Cc ‘- j fo g y á sb ó l növekedésbe
megy á t  é s  a le g k is e b b  é s  a z t  k ö zre fo g ó  E E c i \ íl° ]  é r té k b ő l
r  . <*<>m eg h a tá ro zo tt p a ra b o la  m inim um pontját fo g a d ju k  e l  az u j U i j  
k ö z e lí té sn e k *  E z t m indaddig is m é te l tü k  r ö g z í t e t t ,  m e l l e t t ,
tu)mig a СЛ ' 'm á t r ix  a C  ^  ^  -hoz  v is z o n y í tv a  a d o tt  p o n to ssá g n á l 
k evesebbet v á l t o z i k .  Minden egyes i t e r á c i ó s  lé p é s  u tá n  e lv é g e z -  
zük a ^7  Cij n o rm á lá s t ,  é s  minden i t e r á c i ó  b e fe je z é s e  u tá n
k iszám o lju k  az E (% c i j  ) e n e rg ia  é r t é k e t  i s .
A m ásodik é s  minden to v á b b i é r t é k n é l  az e lő z ő  \  m el­
l e t t  k a p o tt eredm ény m á tr ix b ó l k i in d u lv a  v é g ez tü k  e l  a f e n t i  
i t e r á c i ó t .
Az á l ta lu n k  m egadott f e l a d a t  s p e c i á l i s  e s e te  egy á l ta lá n o s a b b  
problém ának, a h o l  az e n e r g ia k i f e je z é s r e  minimumokat s z o lg á l t a tó  
ivl к ал. -e s  C m á tr ix o t  k e l l  m e g h a tá ro z n i. Ebben az e s e tb e n  az 
e n e r g ia k if e je z é s b e n  s z e re p lő  ö ssz e g ez ése k  m -ig  mennek, é s  a 
£ I j í < I J  e g y ü t th a tó k a t  b o n y o lu lt  ö ssz e fü g g ése k b ő l k e l l  szá m o ln i.
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